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Abstrat. The Riemann-Roh theorem is of utmost importane in the

algebrai geometri theory of ompat Riemann surfaes. It tells us how

many linearly independent meromorphi funtions there are having ertain

restritions on their poles. The aim of this artile is to present a simple diret

proof of this theorem and explore some of its numerous onsequenes. We also

give an analyti proof of the Riemann-Hurwitz formula. As an appliation,

we ompute the genus of some interesting algebrai urves.

AMS Subjet Classi�ation : 34M05, 34M45, 70H06.

Dans e travail, nous allons étudier un des théorèmes les plus importants

de la théorie des surfaes de Riemann ompates : le théorème de Riemann-

Roh. Il s'agit d'un théorème d'existene e�ae qui permet, entre autres, de

déterminer le nombre de fontions méromorphes linéairement indépendantes

ayant ertaines restritions sur leurs p�les. Le but de et artile est de donner

une preuve élémentaire, onstrutive bien qu'un peu tehnique du théorème

de Riemann-Roh. Nous mentionnons quelques onséquenes de e théorème

et nous donnons également une preuve analytique de la formule de Riemann-

Hurwitz. Elle exprime le genre d'une surfae de Riemann à l'aide du nombre

de ses points de rami�ations et du nombre de ses feuillets. Nous montrons

que ette formule fournit un moyen e�ae pour déterminer le genre d'une

surfae de Riemann donnée. Plusieurs exemples intéressants seront étudiés.

1 Préliminaires

Nous ommençons par des généralités sur les surfaes de Riemann om-

pates X ou ourbes algébriques omplexes. Ce sont des variétés analytiques
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de dimension 1 omplexe (2 réelle) munies d'atlas dont les hangements de

artes sont holomorphes. On les dé�nit par une équation de la forme

F (w, z) ≡ p0(z)w
n + p1(z)w

n−1 + · · · + pn(z) = 0,

où F (w, z) est un polyn�me à deux variables omplexes w et z, de degré n
en w et irrédutible. Ii p0(z) 6= 0, p1(z), . . . , pn(z) sont des polyn�mes en

z. La surfae X est homéomorphe à un tore à g trous. Le nombre g s'appelle
genre de la surfae X.

Soient p un point de X, τp : X → C un paramètre loal en p (ou une

uniformisante loale en p, i.e., une arte loale en p appliquant p sur 0) et f
une fontion méromorphe au voisinage de p. L'ordre de f en p, est l'unique
entier n tel que : f = τnp .g, où g est holomorphe ne s'annulant pas en p. Dans
le as où f = 0, on hoisit par onvention n = +∞. L'entier n dépend de p
et de f et on le note ordpf . On a

ordp(f + g) ≥ inf(ordpf, ordpg),

et

ordpfg = ordpf + ordpg.

Un diviseur sur une surfae de Riemann X est une ombinaison formelle

du type

D =
∑

p∈X

np.p =
∑

j

njpj, nj ∈ Z,

ave (pj) une famille loalement �nie de points de X. Le diviseur D est �ni si

son support est �ni et e sera toujours le as si X est une surfae de Riemann

ompate. L'ensemble des diviseurs surX est un groupe abélien noté Div(X).
L'addition des diviseurs est dé�nie par l'addition des oe�ients. Soit f 6= 0,
une fontion méromorphe sur X. A ette fontion f , on fait orrespondre un

diviseur noté (f) en posant

(f) =
∑

p∈X

ordpf.p,

où les ordpf sont nuls sauf un nombre �ni d'entre eux. En désignant par

α1, ..., αl les zéros de f de multipliité n1, ..., nl respetivement et par β1, ..., βm
les p�les de f de multipliité p1, ..., pm respetivement, on obtient

(f) =

l
∑

j=1

njαj −
m
∑

j=1

pjβj ,

= (diviseur des zéros de f)− (diviseur des p�les def).

On a

(fg) = (f) + (g),

(f−1) = −(f),

(f) = (g) =⇒
f

g
= onstante.

2



Tout diviseur d'une fontion méromorphe est dit diviseur prinipal. L'en-

semble des diviseurs prinipaux forme un sous-groupe Div

◦(X) de Div(X).
Le groupe quotient Div(X)/Div◦(X) = Pi(X), est le groupe de Piard

de X. Le degré du diviseur D est un entier noté degD et est dé�ni par

degD =
∑

j nj . On dit qu'un diviseur D est positif (ou e�etif) et on note

D ≥ 0, si les entiers nj qui interviennent dans la somme sont positifs. Un

diviseur D1 est plus grand qu'un diviseur D2 si D1 − D2 est positif. Deux

diviseurs D1 et D2 sont dits linéairement équivalents (et on note D1 ∼ D2) si

D1−D2 est prinipal, i.e., siD1−D2 = (f) où f est une fontion méromorphe.

L'appliation

deg : Div(X) −→ Z, D 7−→ deg(D),

est un homorphisme de groupe. Sur toute surfae de Riemann ompate, une

fontion méromorphe f 6= 0 a le même nombre de zéros que des p�les, don

deg(f) = 0. Autrement dit, tout diviseur prinipal a le degré 0.
Si D =

∑

p∈X np.p est un diviseur, on notera L(D) l'ensemble des fon-

tions méromorphes f telles que : ordpf+np ≥ 0, pour tout p ∈ X. Autrement

dit,

L(D) = {fméromorphe sur X : (f) +D ≥ 0},

i.e., l'espae vetoriel des fontions méromorphes f telles que : (f) +D ≥ 0.
Si (f) + D n'est ≥ 0 pour auun f, on posera L(D) = 0. Par exemple, si le

diviseur D est positif alors L(D) est l'ensemble des fontions holomorphes en

dehors de D et ayant au plus des p�les simples le long de D. Notons que si

D1 ∼ D2, alors L(D1) est isomorphe à L(D2), d'où dimL(D1) = dimL(D2).
Une forme di�érentielle sur X s'érit ω = f(τ)dτ , où τ est le paramètre

loal et f une fontion omplexe de τ. On dit que ω est une di�érentielle

abélienne si f(τ) est une fontion méromorphe sur X, holomorphe si f(τ)
est une fontion holomorphe sur X, ayant un p�le d'ordre k ou un zéro

d'ordre k en un point p si f(τ) a un p�le d'ordre k ou un zéro d'ordre k en

e point. L'ensemble des di�érentielles holomorphes sur C est de dimension

g. On peut assoier à haque forme di�érentielle ω un diviseur noté (ω). Si
ω = fdτp ave f une fontion méromorphe sur X et τp un paramètre loal

en p ∈ X, on dé�nit l'ordre de ω en p par ordpω = ord0f et le diviseur (ω)
de ω par (ω) =

∑

p∈X ordpω.p.
Si D =

∑

p∈X np.p est un diviseur, on dé�nit de façon analogue à L(D),
l'espae linéaire Ω(D) omme étant l'ensemble des formes di�érentielles mé-

romorphes ω sur X telles que : ordpω+np ≥ 0, pour tout p ∈ X. Autrement

dit,

Ω(D) = {ωméromorphe sur X : (ω) +D ≥ 0},

'est-à-dire l'ensemble des formes di�érentielles méromorphes ω sur X telles

que : (ω) + D ≥ 0. Si D1 ∼ D2, alors Ω(D1) est isomorphe à Ω(D2), d'où
dimΩ(D1) = dimΩ(D2). Dans le as où le diviseur D est négatif, alors

(ω) + D ≥ 0 est l'ensemble des formes di�érentielles qui n'ont pas de p�les
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et qui ont des zéros au moins aux points de D. Notons en�n qu'en vertu du

théorème des résidus, on a

∑

p∈X Res(ω) = 0, où Res(ω) est le résidu en p de

ω, i.e., le oe�ient de

1
τp

dans le développement de f en série de Laurent.

Soit D un diviseur sur une surfae de Riemann ompate X et K un

diviseur anonique sur X, i.e., le diviseur (ω) d'une 1−forme méromorphe

ω 6= 0 sur X. L'appliation

ψ : L(K −D) −→ Ω(−D), f 7−→ fω, (1)

est un isomorphisme. En e�et, on a

(fω) = (f) + (ω) = (f) +K,

≥ −(K −D) +K,

= −(−D),

e qui montre que l'appliation ψ est bien dé�nie. Cette dernière est injetive,

i.e., l'équation fω = gω entraine f = g. Montrons que ψ est surjetive. Soit

η ∈ Ω(−D), d'où il existe une fontion méromorphe h sur X telle que :

hω = η. Dès lors,

(h) +K = (h) + (ω),

= (hω),

= (η) ≥ −(−D),

d'où (h) ≥ −(K −D), h ∈ L(K −D) et par onséquent ψ est surjetive.

2 Théorème de Riemann-Roh et formule de Riemann-

Hurwitz

THÉORÈME 1 (de Riemann-Roh) : Si X une surfae de Riemann om-

pate et D est un diviseur sur X, alors

dimL(D)− dimL(K −D) = degD − g + 1, (2)

où K est le diviseur anonique sur X et g est le genre de X. La formule (2)

peut s'érire sous la forme équivalente

dimL(D)− dimΩ(−D) = degD − g + 1. (3)

Démonstration : L'équivalene entre les formules (2) et (3) résulte im-

médiatement de l'isomorphisme (1). La preuve du théorème est immédiate

dans le as où D = 0 ar L(0) est l'ensemble des fontions holomorphes sur

X. Or toute fontion holomorphe sur une surfae de Riemann ompate est

onstante, don L(0) = C. En outre, on sait que la dimension de l'espae des
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formes di�érentielles holomorphes sur X est le genre g de X, d'où le résultat.

La preuve du théorème va se faire en plusieurs étapes :

Étape 1 : Soit D un diviseur positif. Autrement dit,

D =
m
∑

k=1

mkpk, nk ∈ N
∗, pk ∈ X.

Soit f ∈ L(D). Au voisinage de pk, on a

df = (

∞
∑

j=−nk−1

ckj τ
j)dτ,

don df est méromorphe. Plus préisement, df a un p�le d'ordre nk + 1 en

pk. Comme f est méromorphe, alors df ne peut pas avoir de p�le simple et

dès lors son résidu est nul, i.e., ck−1 = 0. Soit (a1, . . . , ag, b1, . . . , bg) une base
de yles dans le groupe d'homologie H1 (X,Z) de telle façon que les indies

d'intersetion de yles deux à deux s'érivent :

(ai, ai) = (bi, bi) = 0, (ai, bj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ g.

Posons

η = df −
m
∑

k=1

nk
∑

j=2

ckj η
j
k. (4)

D'où

∫

ai

η =

∫

ai

df −
m
∑

k=1

nk
∑

j=2

ckj

∫

ai

ηjk.

L'intégrale d'une di�érentielle exate le long d'un hemin fermé étant nulle,

don

∫

ai
df = 0. Rappelons (analyse harmonique) que si X est une surfae

de Riemann de genre g, alors pour tout n ≥ 2 et pour tout p ∈ X, il existe

une di�érentielle holomorphe η sur X\p telle que :

η = (
1

τn
+ ◦(τ))dτ,

et en outre, on a

∫

ai
η = 0. La forme η étant holomorphe, alors

η = c1ω1 + ...+ cgωg,

où (ω1, ..., ωg) est une base de Ω(X) et dès lors

η = c1

∫

ai

ω1 + ...+ cg

∫

ai

ωg, i = 1, ..., g

Puisque la matrie

E = (

∫

ai

ωj)1≤i,j≤g,
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est inversible, alors c1 = ... = cg = 0, don η = 0 et d'après (4), on a

df =
m
∑

k=1

nk
∑

j=2

ckj η
j
k.

Considèrons l'appliation

ϕ : L(D) −→ V ≡ {(ckj ) :
m
∑

k=1

nk
∑

j=2

ckj

∫

bl

ηjk = 0}, f 7−→ ckj .

Notons que

Kerϕ = {f : méromorphe sur X et n'ayant pas de p�le},

= {f : fest une onstante},

d'où dimKerϕ = 1 et par onséquent,

dimL(D) = dimV + 1.

Les espaes

L(D)
C

et V sont isomorphes et on a

dimL(D)− 1 = dimV,

= dim{(ckj ) :
m
∑

k=1

nk
∑

j=2

ckj

∫

bl

ηjk = 0},

= degD − rangM,

où

M =













∫

bl
η21

∫

bl
η31 ...

∫

bl
ηn1+1
1

∫

bl
η22 ...

∫

bl
ηn2+1
2 ...

∫

bl
ηnm+1
m

∫

b2
η21

∫

b2
η31 ...

∫

b2
ηn1+1
1

∫

b2
η22 ...

∫

b2
ηn2+1
2 ...

∫

b2
ηnm+1
m

.

.

.

.

.

. ...
.

.

.

.

.

. ...
.

.

. ...
.

.

.

∫

bg
η21

∫

bg
η31 ...

∫

bg
ηn1+1
1

∫

bg
η22 ...

∫

bg
ηn2+1
2 ...

∫

bg
ηnm+1
m













,

est la matrie dont le nombre de lignes est g et le nombre de olonnes est

degD. Notons que

rangM = Nombre de olonnes−Nombre de relations entre es olonnes,

= degD − dimV,

= degD − dimL(D) + 1. (5)

Calulons maintenant le rang de M d'une autre façon. Soit (ω1, ..., ωg) une
base normalisée de Ω(X), i.e., de telle sorte que :

∫

ai
ωj = δij . Au voisinage

de pk, la forme ωs admet un dévelopement en série de Taylor,

ws = (

∞
∑

j=0

αksjτ
j)dτ.
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Posons ϕs ≡
∫ z

0 ωs et soit X
∗
la représentation normale de la surfae de Rie-

mann X, i.e., un polyg�ne à 4g �tés identi�és deux à deux (On le désigne

par (a1b1a
−1
1 b−1

1 ...agbga
−1
g b−1

g ) et peut être dé�nit à partir d'une triangula-

tion de la surfae X). Notons que si τ ∈ aj , alors il est identi�é à τ
∗ ∈ a−1

j ,

d'où

ϕs(τ
∗) = ϕs(τ) +

∫

bj

ωs.

De même, si τ ∈ bj , alors il est identi�é à τ
∗ ∈ b−1

j et

ϕs(τ
∗) = ϕs(τ) +

∫

aj

ωs.

On a

∫

∂X∗

ϕsη
n
k =

g
∑

j=1

(

∫

aj

ϕsη
n
k +

∫

bj

ϕsη
n
k +

∫

a−1

j

(ϕs +

∫

bj

ωs)η
n
k +

∫

b−1

j

(ϕs −

∫

aj

ωs)η
n
k ),

=

g
∑

j=1

(−

∫

bj

ωs

∫

aj

ηnk +

∫

aj

ωs

∫

bj

ηnk ),

=

g
∑

j=1

(−ωs(bj)η
n
k (aj) + ωs(aj)η

n
k (bj)),

=

g
∑

j=1

ωs(aj)η
n
k (bj),

= ηnk (bs). (6)

Or

∫

∂X∗

ϕsη
n
k = 2πi

∑

k

Réspk(ϕsη
n
k ),

= 2πi
αks,n−2

n− 1
,

don la matrie M a omme oe�ient

∫

bs

ηnk = ηnk (bs) = 2πi
αks,n−2

n− 1
.

Dès lors

detM = C detN ,

où

C ≡ (2πi)(πi)...(
2πi

n1
)(2πi)...(

2πi

n2
)...(

2πi

nm
),
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est une onstante et

N =











α1
1,0 α1

1,1 ... α1
1,n1−1 α2

1,0 ... α2
1,n2−1 ... αm1,nm−2

α1
2,0 α1

2,1 ... α1
2,n1−1 α2

2,0 ... α2
2,n2−1 ... αm2,nm−2

.

.

.

.

.

. ...
.

.

.

.

.

. ...
.

.

. ...
.

.

.

α1
g,0 α1

g,1 ... α1
g,n1−1 α2

g,0 ... α2
g,n2−1 ... αmg,nm−2











.

Calulons maintenant la dimension de l'espae L(K−D) ou e qui revient au

même de l'espae Ω(−D), i.e., elui des formes di�érentielles ω qui s'annulent

nk fois au point pk. On a

ω =

g
∑

s=1

Xsωs =

g
∑

s=1

Xs(α
k
s,0 + αks,1τ + αks,2τ

2 + ...)dτ.

Pour que ω s'annule nk fois au point pk, il faut que les nk premières termes

dans l'expression i-dessus soient nulles. Dès lors,

(X1, ...,Xg).N = 0,

tandis que la dimension de L(K − D) oinide ave elle de l'ensemble de

(X1, ...,Xg) tel que : ω =
∑g

s=1Xsωs s'annule nk fois au point pk, i.e.,

dimL(K −D) = g − rangN ,

= g − rangM.

D'où

rangM = g − dimL(K −D),

et en tenant ompte de (5), on obtient �nalement

dimL(D)− dimL(K −D) = degD − g + 1.

Étape 2 : La preuve donnée dans l'étape 1 est valable pour tout divi-

seur linéairement équivalent à un diviseur positif étant donné que dimL(D),
dimL(K −D) (ou dimΩ(−D)) et degD ne seront pas a�etés.

Étape 3 : Soit f une fontion méromorphe, D un diviseur positif et posons

D′ = (f) + D0, autrement dit, D′
et D0 sont linéairement équivalent. Nous

allons tout d'abord démontrer les assertions suivantes :

(i) dimL(D′) = dimL(D0).

(ii) dimL(K −D′) = dimL(K −D0).

(iii) degD′ = degD0.

En e�et, pour tout g ∈ dimL(D′), on a

(g) + dimL(D′) ≥ 0,
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et dès lors

(fg) + dimL(D0) = (f) + (g) + dimL(D0),

= dimL(D′)− dimL(D0) + (g) + dimL(D0),

= dimL(D′) + (g) ≥ 0.

L'appliation

L(D′) −→ L(D0), g 7−→ fg,

est linéaire et admet omme réiproque

L(D0) −→ L(D′), g 7−→
g

f
.

D'où L(D′) ∼= L(D0) et par onséquent dimL(D′) = dimL(D0). En e qui

onerne (ii), il su�t d'utiliser un raisonnement similaire au préédent. Pour

(iii), on a

deg(f) = degD′ − degD0,

et le résultat déoule du fait que tout diviseur prinipal a le degré 0. En
visageons maintenant les di�érents as possibles :

1recas : dimL(D) > 0. Soit f0 ∈ L(D), d'où

L(D) ≡ (f0) +D > 0,

et

dimL((f0) +D)− dimL(K − (f0)−D) = deg((f0) +D)− g + 1,

i.e.,

dimL(D)− dimL(K −D) = degD − g + 1.

2èmecas : dimL(D) = 0 et dimL(K − D) 6= 0. En appliquant la formule

i-dessus à K −D, on obtient

dimL(K −D)− dimL(D) = deg(K −D)− g + 1. (7)

Pour la suite, on aura besoin du résultat intéressant suivant : Pour tout

diviseur anonique K sur une surfae de Riemann ompate X, on a

degK = 2g − 2. (8)

où g est le genre de X. En e�et, en posant D = K dans la formule (2), on

obtient

dimL(D)− dimL(K −D) = degD − g + 1.

Or L(0) = C, don dimL(0) = 1 et on a

degK = g + dimL(K)− 2.
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Par ailleurs, en posant D = 0 dans la formule (2), on obtient

dimL(0)− dimL(K) = deg0− g + 1,

d'où dimL(K) = g et par onséquent degK = 2g− 2. Cei ahève la preuve

du résultat annoné. Pour terminer la preuve du 2èmecas, on utilise e ré-

sultat et la formule (7), on obtient

dimL(K −D)− dimL(D) = −degD + g − 1.

3èmecas : dimL(D) = dimL(K − D) = 0. Pour e as, on doit montrer

que : degD = g − 1. Pour elà, onsidérons deux diviseurs positifs D1 et D2

n'ayant auun point en ommun et posons D ≡ D1 −D2. On a

degD = degD1 − degD2,

et

dimL(D) ≥ degD1 − g + 1,

= degD + degD2 − g + 1,

i.e.,

degD2 − dimL(D1) ≤ degD + g − 1.

Or

degD2 − dimL(D1) ≥ 0,

ar sinon il existe une fontion f ∈ L(D1) qui s'annule en tout point de D2,

don degD ≤ g−1. En appliquant le même raisonnement à K−D, on obtient

deg(K −D) ≤ g − 1. Comme degK = 2g − 2 (voir (8)), alors degD ≥ g − 1.
Finalement, degD = g − 1, e qui ahève la démonstration du théorème.

REMARQUE 1 La formule (2) peut s'érire sous la forme suivante :

dimH0(X,OD)− dimH1(X,OD) = degD − g + 1.

En introduisant la aratéristique d'Euler-Poinaré :

χ(D) ≡ dimL(D)− dimΩ(−D) = dimH0(X,OD)− dimH1(X,OD),

pour un diviseur D sur une surfae de Riemann X de genre g, le théorème

de Riemann-Roh s'érit

χ(D) = degD − g + 1.
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REMARQUE 2 On sait que toute fontion holomorphe sur une surfae de

Riemann ompate X est onstante. Une question se pose : Que se passe t-il

dans le as des fontions méromorphes ? La réponse déoule du théorème de

Riemann-Roh. Plus préisement, si p est un point quelonque de X, on peut

trouver une fontion méromorphe non onstante, holomorphe sur X\{p} et

ayant un p�le d'ordre inférieur ou égal à g+1 en p. De même, on montre qu'il

existe sur X des formes di�érentielles holomorphes non nulles, qui s'annulent

en au moins un point.

REMARQUE 3 Soient (ω1, ..., ωg) une base de Ω(X). Soit (U, τ) une arte
loale en p ∈ X ave τ(p) = 0. Il existe des fontions fj holomorphes sur

U telles que : ωj = fj(τ)dτ . Le wronskien de ω1, ..., ωg est dé�ni par le

déterminant

Wτ (ω1, ..., ωg) ≡W (f1, ..., fg) = det(f
(k−1)
j )1≤j,k≤g.

On dit que p est un point de Weierstrass si Wτ (ω1, ..., ωg) s'annule. Dans

le as où p est un point de Weierstrass alors on peut trouver une fontion

méromorphe sur X ayant un p�le unique d'ordre inférieur ou égal au genre

g au point p. Une autre appliation du théorème de Riemann-Roh, permet

de montrer l'existene d'une suite de g entiers : 1 = n1 < n2 < ... < 2g,
g ≥ 1, pour lesquels il n'existe auune fontion holomorphe sur X \p, p ∈ X,

et ayant un p�le en p d'ordre exatement nj. On montre que p est un point

de Weierstrass si et seulement si la suite des nj est distinte de {1, 2, ..., g}.

Soient X et Y deux surfaes de Riemann ompates onnexes et soit f
une appliation holomorphe non onstante de X dans Y . Notons que f est

surjetive, on dit que 'est un revêtement. Pour tout point p ∈ X, il existe

une arte ϕ (resp. ψ) de X (resp. Y ) entrée en p (resp. f(p)) telles que :

fψ◦ϕ(τ) = τn, où n est un entier stritement positif. L'entier n− 1 s'appelle

indie de rami�ation de f au point p et on le note Vp(f). Lorsque Vp(f)
est stritement positif, alors on dit que p est un point de rami�ation (ou

de branhement) de f . Une ondition néessaire et su�sante pour que p soit
un point de rami�ation de f est que le rang de f en p soit nul. L'image J
des points de rami�ations de f ainsi que que son image réiproque I sont

fermés et disrets. La restrition de f à X \ I est un revêtement de Y \ J
dont le nombre de feuillets est le degré de l'appliation f et on a

m ≡
∑

p∈f−1(q)

(Vp(f) + 1), ∀q ∈ Y.

Corollaire 1 (Formule de Riemann-Hurwitz). Soient X et Y deux surfaes

de Riemann ompates de genre g(X) et g(Y ) respetivement. Soit f une

appliation holomorphe non onstante de X dans Y . Alors

g(X) = m(g(Y )− 1) + 1 +
V

2
,

11



où m est le degré de f et V est la somme des indies de rami�ation de f
aux di�érents points de X.

Démonstration : Soit f : X −→ Y , une appliation holomorphe non

onstante de degré m. Désignons par ω une forme di�érentielle méromorphe

non nulle sur Y . Soit τ (resp. υ) un paramètre loal sur X (resp. Y ) et sup-
posons que : υ = f(τ). Soit ω = g(τ)dτ , une forme di�érentielle méromorphe

sur Y et soit η = g(f(τ))f ′(τ)dτ , une forme di�érentielle sur Y . Nous allons
voir que ette dernière est aussi méromorphe. Notons que si on remplae τ par
τ1, ave τ = w(τ1), alors en terme de τ1 l'appliation f s'érit υ = (f ◦w)(τ1),
et don nous attribuons à τ1 l'expression g(f(w(τ1)))f

′(w(τ1))w
′(τ1)dτ1 e

qui montre que η est une forme di�érentielle méromophe. On peut supposer

que τ s'annule dans un voisinage de p ∈ X et que υ s'annule en f(p). Dès
lors, υ = τVf (p)+1

où Vf (p) est l'indie de rami�ation de f au point p. Par
onséquent,

ordpη = (Vf (p) + 1)ordpω + Vf (p),

et

∑

p∈X

ordpη =
∑

p∈X

(Vf (p) + 1)ordf(p)ω + V,

où V =
∑

p∈X Vf (p). D'après la formule 8, on a

∑

p∈X

ordpη = 2g(X) − 2,

et

∑

p∈X

(Vf (p) + 1)ordf(p)ω =
∑

p∈X,Vf (p)=0

ordf(p)ω,

=
∑

q∈Y

m.ordqω,

= m(2g(Y )− 2).

Par onséquent,

2g(X) − 2 = m(2g(Y )− 2) + V,

e qui ahève la preuve du orollaire.

3 Exemples

Une des onséquenes les plus intéressantes de la formule de Riemann-

Hurwitz est de donner un moyen e�ae de aluler le genre d'une surfae

de Riemann donnée.

12



Exemple 1 Un as partiulier important est représenté par les ourbes hy-

perelliptiques X de genre g(X) d'équations

w2 = pn(z) =

n
∏

j=1

(z − zj),

où pn(z) est un polyn�me sans raines multiples, i.e., tous les zj sont dis-

tints. Notons que

f : X −→ Y = CP 1 = C ∪ {∞},

est un revêtement double rami�é le long des points zj . Chaque zj est rami�é

d'indie 1 et en outre le point à l'in�ni ∞ est rami�é si et seulement si n
est impair. D'après la formule de Riemann-Hurwitz, on a

g(X) = m(g(Y )− 1) + 1 +
V

2
,

= 2(0 − 1) + 1 +
1

2

∑

p∈X

Vf (p),

= E(
n − 1

2
),

où E(n−1
2 ) désigne la partie entière de (n−1

2 ). Les ourbes hyperelliptiques

de genre g sont assoiées aux équations de la forme : w2 = p2g+1(z), ou
w2 = p2g+2(z), (selon que le point à l'in�ni∞ est un point de branhement ou

non) ave p2g+1(z) et p2g+2(z) des polyn�mes sans raines multiples. Lorsque

g = 1, on dit ourbes elliptiques.

Exemple 2 Déterminons le genre g de la surfae de Riemann X assoiée à

l'équation :

F (w, z) = w3 + p2(z)w
2 + p4(z)w + p6(z) = 0,

où pj(z) désigne un polyn�me de degré j. On proède omme suit : on a

F (w, z) = w3 + az2w2 + bz4w + cz6 + termes d'ordre inférieur,

=

3
∏

j=1

(z + αjz
2) + termes d'ordre inférieur,

Considérons F omme un revêtement par rapport à z et herhons e qui e

passe quand z ր ∞. On a

(w)∞ = −2P − 2Q− 2R,

(z)∞ = −P −Q−R.

13



Posons t = 1
z
, d'où

F (w, z) =
1

t6
(t6z3 + at4z2 + bt2z + c) + · · · .

Cei suggère le hangement de artes suivant :

(w, z) 7−→ (ζ = t2w, t =
1

z
).

On a

∂F

∂w
= 3w2 + 2p2(z)w + p4(z),

= 3w2 + 2az2w + bz4 + ...,

=
3ζ2

t4
+

2aζ

t4
+
b

t4
+ ...

La fontion

∂F
∂w

étant méromorphe sur la surfae de Riemann X, alors Le

nombre de zéros de ette fontion oinide ave elui de ses p�les. Comme

(
∂F

∂w
)P = −4P,

(
∂F

∂w
)Q = −4Q,

(
∂F

∂w
)R = −4R,

(
∂F

∂w
)∞ = −4(P +Q+R),

alors le nombre de zéros de

∂F
∂w

dans la partie a�ne X \ {P,Q,R} est égal à

8, et d'après la formule de Riemann-Hurwitz, on a g(X) = 4.

Exemple 3 Calulons le genre de la surfae de Riemann X assoiée au

polyn�me :

w4 = z4 − 1.

Ii, on a quatre feuillets. Les points de rami�ations à distane �nie sont

1,−1, i et −i. On note que z = ∞ n'est pas un point de rami�ation. L'indie

de rami�ation étant égal à 12, alors d'après la formule de Riemann-Hurwitz,

le genre de la surfae de Riemann en question est égal à 3.

Exemple 4 Considérons la ourbe de Fermat X assoiée à l'équation :

wn + zn = 1, n ≥ 2.

Ii on a un revêtement de degré n. Chaque raine nème

de l'unité est rami�é

d'indie n−1 tandis que le point à l'in�ni∞ n'est pas un point de rami�ation

et par onséquent

g(X) =
(n− 1)(n − 2)

2
.

14



L'équation de Fermat :

Un + V n =W n,

(ave w = U
Z
, z = V

Z
) étant de genre ≥ 1 pour n ≥ 3, elle n'admet don qu'un

nombre �ni de solutions. Ce fut une des pistes utilisées réemment par A.

Wiles pour prouver le grand théorème de Fermat : pour n ≥ 3 ette équation

n'a pas de solution non triviale.

Exemple 5 Déterminons le genre de la surfae de Riemann X assoiée au

polyn�me :

(w2 − 1)((w2 − 1)z4 − p(z)) + c = 0,

où

p(z) = az2 − 2bz − 1,

et a, b, c sont des onstantes non nulles. Cette surfae a été obtenue pour la

première fois par l'auteur [6℄ en 1988, lors de l'étude du élèbre problème de

Kowalewski onernant la rotation d'un orps solide autour d'un point �xe.

Cette surfae a permit de bien omprendre la géométrie liée à e problème et

a été utilisée par la suite pour éluider d'autres questions (voir par exemple

[1℄) onernant le �ot géodésique sur le groupe des rotations SO(4) ainsi

que elui du système de Hénon-Heiles. Le alul du genre de X n'est pas

immédiat. Notons tout d'abord que l'appliation

σ : X −→ X, (w, z) 7−→ (−w, z),

est une involution (automorphisme d'ordre deux) sur X. Le quotient Y =
X/σ de X par l'involution σ est une ourbe elliptique dé�nie par

u2 = p2(z)− 4cz4.

La surfae de Riemann X est un revêtement double rami�é le long de la

ourbe Y :

X −→ Y, (w, u, z) 7−→ (u, z),

X :

{

w2 = 2z4+p(z)+u
2z4

u2 = p2(z)− 4cz4

Pour z su�sament petit, on a

w2 =
2z4 + p(z) +

√

p2(z)− 4cz4

2z4
= 1− c+ ◦(z),

et

w2 =
2z4 + p(z)−

√

p2(z)− 4cz4

2z4
=

1

z4
(−1 + ◦(z)).

Au voisinage de z = ∞, on a

2(w2 − 1)z2 = a±
√

a2 − 4c+ ◦(z).
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La surfae X possède quatre points à l'in�ni pj (1 ≤ j ≤ 4) et quatre points

de rami�ations

qj ≡ (w = 0, u = −2z4 − p(z), z4 + p(z) + c = 0), 1 ≤ j ≤ 4,

sur la ourbe elliptique Y . Dès lors, la struture des diviseurs de w et z sur

X est

(w) =
∑

1≤j≤4

qj −
∑

1≤j≤4

pj,

(w) = quatre zéros−
∑

1≤j≤4

pj .

Finalement, en appliquant la formule de Riemann-Hurwitz, on obtient

g(X) = m(g(Y )− 1) + 1 +
V

2
= 2(1− 1) + 1 +

4

2
= 3.
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