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Abstract. The Riemann-Roch theorem is of utmost importance in the
algebraic geometric theory of compact Riemann surfaces. It tells us how
many linearly independent meromorphic functions there are having certain
restrictions on their poles. The aim of this article is to present a simple direct
proof of this theorem and explore some of its numerous consequences. We also
give an analytic proof of the Riemann-Hurwitz formula. As an application,
we compute the genus of some interesting algebraic curves.
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Dans ce travail, nous allons étudier un des théorémes les plus importants
de la théorie des surfaces de Riemann compactes : le théoréme de Riemann-
Roch. 11 s’agit d’un théoréme d’existence efficace qui permet, entre autres, de
déterminer le nombre de fonctions méromorphes linéairement indépendantes
ayant certaines restrictions sur leurs poles. Le but de cet article est de donner
une preuve élémentaire, constructive bien qu’un peu technique du théoréme
de Riemann-Roch. Nous mentionnons quelques conséquences de ce théoréme
et nous donnons également une preuve analytique de la formule de Riemann-
Hurwitz. Elle exprime le genre d’une surface de Riemann a I’aide du nombre
de ses points de ramifications et du nombre de ses feuillets. Nous montrons
que cette formule fournit un moyen efficace pour déterminer le genre d’une
surface de Riemann donnée. Plusieurs exemples intéressants seront étudiés.

1 Préliminaires

Nous commencons par des généralités sur les surfaces de Riemann com-
pactes X ou courbes algébriques complexes. Ce sont des variétés analytiques
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de dimension 1 complexe (2 réelle) munies d’atlas dont les changements de
cartes sont holomorphes. On les définit par une équation de la forme

F(w,2) = po(2)w™ + pr1(2)w™ ™ + - 4 pu(2) = 0,

ou F(w, z) est un polyndome & deux variables complexes w et z, de degré n
en w et irréductible. Ici po(z) # 0, p1(2),..., pn(2) sont des polynoémes en
z. La surface X est homéomorphe a un tore & g trous. Le nombre g s’appelle
genre de la surface X.

Soient p un point de X, 7, : X — C un paramétre local en p (ou une
uniformisante locale en p, i.e., une carte locale en p appliquant p sur 0) et f
une fonction méromorphe au voisinage de p. L’ordre de f en p, est I'unique
entier n tel que : f = 7;".g, ou g est holomorphe ne s’annulant pas en p. Dans
le cas ou f = 0, on choisit par convention n = 400. L’entier n dépend de p
et de f et on le note ord,f. On a

ordy(f + g) > inf(ord, f, ord,g),
et
ordy,fg = ord, f + ordyg.

Un diviseur sur une surface de Riemann X est une combinaison formelle

du type
D= Z Np.p = anpj, n; € 7,
peX J

avec (p;) une famille localement finie de points de X. Le diviseur D est fini si
son support est fini et ce sera toujours le cas si X est une surface de Riemann
compacte. L’ensemble des diviseurs sur X est un groupe abélien noté Div(X).
L’addition des diviseurs est définie par ’addition des coefficients. Soit f # 0,
une fonction méromorphe sur X. A cette fonction f, on fait correspondre un
diviseur noté (f) en posant

(f) =Y ordyfop,
peX

ou les ord,f sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux. En désignant par
Qq, ..., aq les zéros de f de multiplicité nq, ..., n; respectivement et par Sy, ..., Bm
les poles de f de multiplicité pq, ..., p;, respectivement, on obtient

l m
(f) = D mjo;— > piB;,
j=1 j=1

= (diviseur des zéros de f) — (diviseur des poles def).

On a
(fg) = (f)+(9)
(f=H = =,
(f) = (9):>§:constante.



Tout diviseur d’une fonction méromorphe est dit diviseur principal. L’en-
semble des diviseurs principaux forme un sous-groupe Div®(X) de Div(X).
Le groupe quotient Div(X)/Div°(X) = Pic(X), est le groupe de Picard
de X. Le degré du diviseur D est un entier noté degD et est défini par
degD = } . n;. On dit qu'un diviseur D est positif (ou effectif) et on note
D > 0, si les entiers n; qui interviennent dans la somme sont positifs. Un
diviseur D; est plus grand qu'un diviseur Dy si D; — Dy est positif. Deux
diviseurs D; et Dy sont dits linéairement équivalents (et on note Dy ~ Dy) si
Dy —Dy est principal, i.e., si D1 —Ds = (f) ou f est une fonction méromorphe.
L’application
deg : Div(X) — Z, D+ deg(D),

est un homorphisme de groupe. Sur toute surface de Riemann compacte, une
fonction méromorphe f # 0 a le méme nombre de zéros que des poles, donc
deg(f) = 0. Autrement dit, tout diviseur principal a le degré 0.

Si D=} ,cxnpp est un diviseur, on notera £(D) Iensemble des fonc-
tions méromorphes f telles que : ord, f +n, > 0, pour tout p € X. Autrement
dit,

L(D) = {fméromorphe sur X : (f) +D > 0},

i.e., I'espace vectoriel des fonctions méromorphes f telles que : (f) +D > 0.
Si (f) + D n’est > 0 pour aucun f, on posera L£(D) = 0. Par exemple, si le
diviseur D est positif alors L(D) est I’ensemble des fonctions holomorphes en
dehors de D et ayant au plus des poles simples le long de D. Notons que si
D1 ~ Dy, alors L(Dy) est isomorphe & L(D5), d’ou dim L(D;) = dim L(Dy).

Une forme différentielle sur X s’écrit w = f(7)dr, ou 7 est le parametre
local et f une fonction complexe de 7. On dit que w est une différentielle
abélienne si f(7) est une fonction méromorphe sur X, holomorphe si f(7)
est une fonction holomorphe sur X, ayant un poéle d’ordre k£ ou un zéro
d’ordre k en un point p si f(7) a un pole d’ordre k ou un zéro d’ordre k en
ce point. L’ensemble des différentielles holomorphes sur C est de dimension
g. On peut associer a chaque forme différentielle w un diviseur noté (w). Si
w = fdr, avec f une fonction méromorphe sur X et 7, un parameétre local
en p € X, on définit I'ordre de w en p par ord,w = ordg f et le diviseur (w)
de w par (w) =} ¢ x ordpw.p.

SiD= Zpex np.p est un diviseur, on définit de facon analogue a £(D),
Pespace linéaire (D) comme étant ’ensemble des formes différentielles mé-
romorphes w sur X telles que : ord,w +mn, > 0, pour tout p € X. Autrement
dit,

Q(D) = {wméromorphe sur X : (w) + D > 0},

c’est-a-dire I'ensemble des formes différentielles méromorphes w sur X telles
que : (w) +D > 0. Si Dy ~ Dy, alors Q(D;) est isomorphe a (Dz), d’ou
dim Q(D;) = dimQ(Dy). Dans le cas ou le diviseur D est négatif, alors
(w) +D > 0 est 'ensemble des formes différentielles qui n’ont pas de poles



et qui ont des zéros au moins aux points de D. Notons enfin qu’en vertu du
théoreéme des résidus, on a ) v Res(w) = 0, ot Res(w) est le résidu en p de
w, i.e., le coefficient de % dans le développement de f en série de Laurent.

Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte X et K un
diviseur canonique sur X, i.e., le diviseur (w) d’'une 1—forme méromorphe
w # 0 sur X. L’application

Y: LK -D) — Q(=D), [f+— fuw, (1)
est un isomorphisme. En effet, on a

(fw) = () + (W)

I
—~

[+ K,
K -D)+K,
_D),

v

—(
—(

ce qui montre que ’application 1 est bien définie. Cette derniére est injective,
i.e., ’équation fw = gw entraine f = g. Montrons que ¢ est surjective. Soit
n € Q(=D), d’ou il existe une fonction méromorphe h sur X telle que :
hw = n. Dés lors,

(hM+K = (h)+ ),
= (hUJ),
= (n)=-(-D),

d’ou (h) > —(K — D), h € L(K — D) et par conséquent v est surjective.

2 Théoréme de Riemann-Roch et formule de Riemann-
Hurwitz

THEOREME 1 (de Riemann-Roch) : Si X une surface de Riemann com-
pacte et D est un diviseur sur X, alors

dim £(D) — dim L(K — D) = degD — g + 1, (2)

ot K est le diviseur canonique sur X et g est le genre de X . La formule (2)
peut s’écrire sous la forme équivalente

dim £(D) — dim Q(—D) = degD — g + 1. (3)

Démonstration : L’équivalence entre les formules (2) et (3) résulte im-
médiatement de I'isomorphisme (1). La preuve du théoréme est immédiate
dans le cas ou D = 0 car £(0) est I’ensemble des fonctions holomorphes sur
X. Or toute fonction holomorphe sur une surface de Riemann compacte est
constante, donc £(0) = C. En outre, on sait que la dimension de I’espace des



formes différentielles holomorphes sur X est le genre g de X, d’ou le résultat.
La preuve du théoréme va se faire en plusieurs étapes :
Etape 1 : Soit D un diviseur positif. Autrement dit,

m
'D:kapk, nkGN*, pr € X.
k=1

Soit f € L(D). Au voisinage de pg, on a

e}

df = ( Z chj)dT,

Jj=—ni—1

donc df est méromorphe. Plus précisement, df a un pole d’ordre ng + 1 en
pr. Comme f est méromorphe, alors df ne peut pas avoir de pole simple et
dés lors son résidu est nul, i.e., ¢*; = 0. Soit (a1, ... ,ag,b1,...,bg) une base
de cycles dans le groupe d’homologie H; (X,Z) de telle facon que les indices
d’intersection de cycles deux a deux s’écrivent :

(ai,a;) = (biy b)) =0, (a;,b;) =65, 1<14,5<g.

Posons
m Nk )
n=df —=» Y . (4)
k=1 j=2
D’ou
m Nk )
[on=[ @33 [
G4 G k=1 j=2 @i

L’intégrale d’une différentielle exacte le long d’un chemin fermé étant nulle,
donc fai df = 0. Rappelons (analyse harmonique) que si X est une surface
de Riemann de genre g, alors pour tout n > 2 et pour tout p € X, il existe
une différentielle holomorphe 7 sur X \p telle que :

0= (= -+ o(r))dr,

n
et en outre, on a fai n = 0. La forme 7 étant holomorphe, alors
n=cwi+ ... + cgwg,

ol (w1, ...,wy) est une base de Q(X) et des lors

n:cl/wl—i—...—}—cg/wg, 1=1,...,g
a; a;

Puisque la matrice

E = (/ wj)1<i,j<g;
a

i



est inversible, alors ¢; = ... = ¢4 = 0, donc = 0 et d’apres (4), on a

m Nk )
df =2 > dm.
k=1 j=2
Considérons I'application
m Nk )
p:L(D) —V = {(c?) : ZZC?/ ), = 0}, f|—>c§-“‘.
k=1j=2
Notons que
Kerp = {f:méromorphe sur X et n’ayant pas de pole},

= {f: fest une constante},
d’ott dim Keryp = 1 et par conséquent,

dim £(D) = dim V + 1.

Les espaces % et V sont isomorphes et on a

dim£(D)—-1 = dimV,

m Nk

= dim{(c?):ZZc?/nizO},
k=1 j=2 by
= degD — rangM,
ou
fbl?ﬁ fbﬂﬁ’ fbln?lﬂl fblng fblngﬁql fbln?{"“
M= fbgn% fbgn% fbgn?ﬁ_ beU% fb277§2+ beW%mH
fbgn% fbgnil)’ fbgn?ﬁl fbgng fbgn;u“ fbgnnm—H

est la matrice dont le nombre de lignes est g et le nombre de colonnes est
degD. Notons que

rangM = Nombre de colonnes — Nombre de relations entre ces colonnes,
= degD —dimV,
degD — dim £(D) + 1. (5)

Calculons maintenant le rang de M d’une autre facon. Soit (wi, ...,wy) une
base normalisée de Q(X), i.e., de telle sorte que : [ w; = &;;. Au voisinage
de pg, la forme wy; admet un dévelopement en série de Taylor,

o .
we = (Z aij])dT.
J=0



Posons ¢ = foz ws et soit X* la représentation normale de la surface de Rie-

mann X, i.e., un polygone a 4g cotés identifies deux a deux (On le désigne

par (alblal_lbl_l...agbgaglbgl) et peut étre définit & partir d’une triangula-

tion de la surface X). Notons que si 7 € aj, alors il est identifié & 7* € aj_l,
d’ou

o) = el + [

J

De méme, si 7 € b;, alors il est identifié & 7° € b;l et

@S(T*):@S(T)Jr/a Ws.

J

On a

S fs [0

Jj=1

J

@ HMN:

= > (~wslbj)np(aj) + ws(aj)mp (b)),

= > wlag)np(b),

/8 e = 2m Y Resy, ().

k
k

= opilenz?
n—1"

donc la matrice M a comme coefficient

n __ nb —9 .a];,nf2
/bsﬁk—ﬁk(s)— e
Dés lors
det M = C'det NV,
ou - omi I
T e e
C = 2mi)(md)...(—)(27i)...(—)...(—
(20) (). () (2. () (),

J

(/ Psi +/ sk +/ (sos+/b.ws)nﬁ+/.l(s0s—/avws)nZ),



est une constante et

1 1 1 2 2 m

06170 al’l Oélynl*l 06570 Ogﬂwfl OéaniQ
m

N . 06270 CY271 0627n1_1 06270 a27n2_1 0627nm_2
1 1 1 2 2 m

Qoo Qgi o Ogpi g Ogg o Qgpo g o Oy o

Calculons maintenant la dimension de ’espace £L(K —D) ou ce qui revient au
méme de l'espace Q(—D), i.e., celui des formes différentielles w qui s’annulent
ny, fois au point pg. On a

g g
w= E Xsws = Z Xs(ago + (X’;lT + 04227'2 +...)dr.
s=1 s=1

Pour que w s’annule n;, fois au point pyg, il faut que les n; premiéres termes
dans expression ci-dessus soient nulles. Deés lors,

(X1, Xg).N =0,

tandis que la dimension de L(K — D) coincide avec celle de ’ensemble de
(X1,..., Xg) tel que : w=>"9_, X w, s’annule ny, fois au point py, i.e.,
dimL(K —D) = g—rangh\,
= g —rangM.
D’ou
rangM = g —dim L(K — D),

et en tenant compte de (5), on obtient finalement
dim £(D) — dim £(K — D) = degD — g + 1.

Etape 2 : La preuve donnée dans Pétape 1 est valable pour tout divi-
seur linéairement équivalent & un diviseur positif étant donné que dim £(D),
dim L(K — D) (ou dimQ(—D)) et degD ne seront pas affectés.

Etape 3 : Soit f une fonction méromorphe, D un diviseur positif et posons
D' = (f) + Dy, autrement dit, D’ et Dy sont linéairement équivalent. Nous
allons tout d’abord démontrer les assertions suivantes :

(i) dim£(D') = dim L(Dy).
(i) dim £(K —D') = dim L(K — Dy).
(iii) degD’ = degDy.

En effet, pour tout g € dim £(D’), on a

(g9) +dim L(D") > 0,



et dés lors

(fg) +dim L(Do) = (f)+ (g) + dim L(Dy),
= dim £(D’') — dim £(Dy) + (g) + dim L(Dy),
= dim£L(D') + (g9) > 0.
L’application
L(D') — L(Dy), g+— fg,
est linéaire et admet comme réciproque

L(Dy) —s L(D), g+ 2.

f

D’ou L(D') = L(Dy) et par conséquent dim £(D’) = dim L£(Dp). En ce qui
concerne (7i), il suffit d’utiliser un raisonnement similaire au précédent. Pour
(#i1), on a

deg(f) = degD" — degDy,

et le résultat découle du fait que tout diviseur principal a le degré 0. En
visageons maintenant les différents cas possibles :
1"cas : dim £(D) > 0. Soit fo € L(D), d’ou

L(D) = (fo) +D >0,
et
dim £((fo) + D) — dim L(K — (fo) — D) = deg((fo) + D) — g+ 1,

i.e.,

dim £(D) — dim £L(K — D) = degD — g + 1.

26Merqs : dim £(D) = 0 et dim £(K — D) # 0. En appliquant la formule
ci-dessus & K — D, on obtient

dim £(K — D) — dim £(D) = deg(K — D) — g + 1. (7)

Pour la suite, on aura besoin du résultat intéressant suivant : Pour tout
diviseur canonique K sur une surface de Riemann compacte X, on a

degK =2g — 2. (8)

ou g est le genre de X. En effet, en posant D = K dans la formule (2), on
obtient
dim £(D) — dim L(K — D) = degD — g + 1.

Or £(0) = C, donc dim £(0) =1 et on a

degK = g+ dim L(K) — 2.



Par ailleurs, en posant D = 0 dans la formule (2), on obtient
dim £(0) — dim £(K) = deg0 — g + 1,

d’ou dim L(K) = g et par conséquent degK = 2g — 2. Ceci achéve la preuve
du résultat annoncé. Pour terminer la preuve du 2™€cas, on utilise ce ré-
sultat et la formule (7), on obtient

dim £L(K — D) —dim £L(D) = —degD + g — 1.

3¢Meiqs ¢ dim £(D) = dim L(K — D) = 0. Pour ce cas, on doit montrer
que : degD = g — 1. Pour cela, considérons deux diviseurs positifs Dy et Dsy
n’ayant aucun point en commun et posons D = Dy — Ds. On a

degD = degD; — degDs,

et
dim £L(D) > degD; —g+1,
= degD + degDy — g+ 1,
i.e.,
degDy — dim £(D;) < degD + g — 1.
Or

degDy — dim L(Dy) > 0,
car sinon il existe une fonction f € £(D;) qui s’annule en tout point de Dy,
donc degD < g—1. En appliquant le méme raisonnement a K —D, on obtient
deg(K — D) < g— 1. Comme degK = 2g — 2 (voir (8)), alors degD > g — 1.
Finalement, degD = g — 1, ce qui achéve la démonstration du théoréme.
REMARQUE 1 La formule (2) peut s’écrire sous la forme suivante :
dim H°(X, Op) — dim H' (X, Op) = degD — g + 1.
En introduisant la caractéristique d’Fuler-Poincaré :

x(D) = dim £(D) — dim Q(-D) = dim H*(X, Op) — dim H' (X, Op),

pour un diviseur D sur une surface de Riemann X de genre g, le théoréme
de Riemann-Roch s’écrit

X(D) = degD — g + 1.
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REMARQUE 2 On sait que toute fonction holomorphe sur une surface de
Riemann compacte X est constante. Une question se pose : Que se passe t-il
dans le cas des fonctions méromorphes ? La réponse découle du théoréme de
Riemann-Roch. Plus précisement, si p est un point quelconque de X, on peut
trouver une fonction méromorphe non constante, holomorphe sur X\{p} et
ayant un pole d’ordre inférieur ou égal 4 g+1 en p. De méme, on montre qu’il
existe sur X des formes différentielles holomorphes non nulles, qui s’annulent
en au moins un point.

REMARQUE 3 Soient (w1, ...,wy) une base de Q(X). Soit (U, T) une carte
locale en p € X avec T(p) = O [l eriste des fonctions f; holomorphes sur
U telles que : w; = fj(t)dr. Le wronskien de wi,...,wq est défini par le

déterminant

WT(wl, ...,wg) = W(fl, ceuy fg) = det(f;k_l))lgj,kgg.

On dit que p est un point de Weierstrass si Wr(wi,...,wq) $’annule. Dans
le cas ot p est un point de Weierstrass alors on peut trouver une fonction
méromorphe sur X ayant un pdle unique d’ordre inférieur ou égal au genre
g au point p. Une autre application du théoréme de Riemann-Roch, permet
de montrer l’existence d’une suite de g entiers : 1 = n; < ng < ... < 2g,
g > 1, pour lesquels il n’existe aucune fonction holomorphe sur X \p, p € X,
et ayant un péle en p d’ordre exactement nj. On montre que p est un point
de Weierstrass si et seulement si la suite des nj est distincte de {1,2,...,g}.

Soient X et Y deux surfaces de Riemann compactes connexes et soit f
une application holomorphe non constante de X dans Y. Notons que f est
surjective, on dit que c’est un revétement. Pour tout point p € X, il existe
une carte ¢ (resp. ¢0) de X (resp. Y') centrée en p (resp. f(p)) telles que :
Jpop(T) = T", ol n est un entier strictement positif. L’entier n — 1 s’appelle
indice de ramification de f au point p et on le note V,(f). Lorsque V,(f)
est strictement positif, alors on dit que p est un point de ramification (ou
de branchement) de f. Une condition nécessaire et suffisante pour que p soit
un point de ramification de f est que le rang de f en p soit nul. L’image J
des points de ramifications de f ainsi que que son image réciproque I sont
fermés et discrets. La restriction de f & X \ I est un revétement de Y \ J
dont le nombre de feuillets est le degré de 'application f et on a

m= Y (V(f)+1), VYgeY.
pef~1(a)

Corollaire 1 (Formule de Riemann-Hurwitz). Soient X et Y deuz surfaces
de Riemann compactes de genre g(X) et g(Y) respectivement. Soit f une
application holomorphe non constante de X dans Y. Alors

v

9(X) = mlg(Y) = 1) + 1+,

11



ot m est le degré de f et V est la somme des indices de ramification de f
auz différents points de X.

Démonstration : Soit f : X — Y, une application holomorphe non
constante de degré m. Désignons par w une forme différentielle méromorphe
non nulle sur Y. Soit 7 (resp. v) un parameétre local sur X (resp. Y) et sup-
posons que : v = f(7). Soit w = g(7)d7, une forme différentielle méromorphe
sur Y et soit n = g(f (7)) f'(7)dr, une forme différentielle sur Y. Nous allons
voir que cette derniére est aussi méromorphe. Notons que si on remplace 7 par
71, avec T = w(71), alors en terme de 71 'application f s’écrit v = (fow)(m),
et donc nous attribuons a 7 Uexpression g(f(w(m)))f (w(m))w' (m1)dm ce
qui montre que 7 est une forme différentielle méromophe. On peut supposer
que 7 s’annule dans un voisinage de p € X et que v s’annule en f(p). Dés
lors, v = 7Vs(P+1 ou Vi (p) est l'indice de ramification de f au point p. Par
conséquent,
ordy,n = (V¢(p) + 1)ordyw + Vi(p),

et

Z ord,n = Z(Vf(p) + Dordgpyw +V,
peX peX

o V=73 cx Vi(p). D'aprés la formule 8, on a

Z ord,n = 29(X) — 2,

peX
et
Z(Vf(p) + 1)0rdf(p)w = Z ord ¢ (pyw,
peX PEX, Vi (p)=0
= Z m.ordyw,
qeyY
= m(29(Y) — 2).

Par conséquent,
29(X) —2=m(29(Y)-2)+V,

ce qui achéve la preuve du corollaire.

3 Exemples

Une des conséquences les plus intéressantes de la formule de Riemann-
Hurwitz est de donner un moyen efficace de calculer le genre d’une surface
de Riemann donnée.

12



Exemple 1 Un cas particulier important est représenté par les courbes hy-
perelliptiques X de genre g(X) d’équations

n

w® = pa(z) = [I(z = 2),

j=1

ol pp(2) est un polynome sans racines multiples, i.e., tous les z; sont dis-
tincts. Notons que

f: X —Y=CP'=CuU{0},

est un revétement double ramifié le long des points z;. Chaque z; est ramifié
d’indice 1 et en outre le point & l'infini oo est ramifié si et seulement si n
est impair. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz, on a

o(X) = m(g(Y) 1)+ 1+,
= 2(0—1)—{—1—1—%2‘/}(19),

peX
n—1
2

= B );

ot E(%L) désigne la partie entiere de ("52). Les courbes hyperelliptiques
2 g 2 ()

de genre g sont assocides aux équations de la forme : w?> = P2g+1(2), ou
w? = pogya(2), (selon que le point a l'infini oo est un point de branchement ou
non) avec pag11(2) et pagi2(2) des polyndomes sans racines multiples. Lorsque
g =1, on dit courbes elliptiques.

Exemple 2 Déterminons le genre g de la surface de Riemann X associée a
l’équation :

F(w,2) = w’ + pa(2)w” + pa(2)w + pe(2) = 0,
ot pj(z) désigne un polynome de degré j. On procéde comme suit : on a
F(w,z) = w®+ az?w?+bz*w + ¢2° + termes d’ordre inférieur,
3
= H(z + a]-z2) + termes d’ordre inférieur,
j=1

Considérons F' comme un revétement par rapport & z et cherchons ce qui ce
passe quand z / oo. On a

(W)ee = —2P—2Q — 2R,
(2)0 = —P—Q—-R.
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Posons t = %, d’ot

1
F(w,z) = t_6(t6Z3 +at4z2 —}—bt2z+c) 4+

Ceci suggeére le changement de cartes suivant :

1
(w,2) — (¢ = tPw,t = ).
z
On a
oF
% = 3w2+2p2(2)w —|—p4(z),
= 3w? + 2az%w + bzt + ..,
3¢2 2a¢ b

La fonction g—i étant méromorphe sur la surface de Riemann X, alors Le

nombre de zéros de cette fonction coincide avec celui de ses poles. Comme

(Z—Z)P = —AP,
(g—i)cg = —4Q,
(g_i)R = —4R,
) = —aPrQ+R),

alors le nombre de zéros de g—i dans la partie affine X \ {P,Q, R} est égal a
8, et d’apres la formule de Riemann-Hurwitz, on a g(X) = 4.

Exemple 3 Cualculons le genre de la surface de Riemann X associée au
polyndome :

wt =2t —1.
Ici, on a quatre feuillets. Les points de ramifications a distance finie sont
1,—1,i et —i. On note que z = 0o n’est pas un point de ramification. L indice
de ramification étant égal a 12, alors d’aprés la formule de Riemann-Hurwitz,
le genre de la surface de Riemann en question est égal a 3.

Exemple 4 Considérons la courbe de Fermat X associée a I’équation :
w'+2"=1, n>2

Ici on a un revétement de degré n. Chaque racine néMe de 'unité est ramifié

d’indice n—1 tandis que le point a [’infini co n’est pas un point de ramification
et par conséquent

(n—1)(n—2)

9(X) = -

14



L’équation de Fermat :

ur+vr=w",
(avec w = %, z = %) étant de genre > 1 pour n > 3, elle n’admet donc qu’un
nombre fini de solutions. Ce fut une des pistes utilisées récemment par A.
Wiles pour prouver le grand théoreme de Fermat : pour n > 3 cette équation

n’a pas de solution non triviale.

Exemple 5 Déterminons le genre de la surface de Riemann X associée au
polynome :
(w® = 1)((w® = 1)2* = p(2)) + ¢ =0,

ou
p(z) = az? — 2bz — 1,

et a,b,c sont des constantes non nulles. Cette surface a été obtenue pour la
premiére fois par auteur [6] en 1988, lors de l’étude du célébre probléme de
Kowalewski concernant la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe.
Cette surface a permit de bien comprendre la géométrie lie a ce probléme et
a été utilisée par la suite pour élucider d’autres questions (voir par exemple
[1]) concernant le flot géodésique sur le groupe des rotations SO(4) ainsi
que celui du systeme de Hénon-Heiles. Le calcul du genre de X n’est pas
immédiat. Notons tout d’abord que ’application

o: X — X (w,z) — (—w, 2),

est une involution (automorphisme d’ordre deuz) sur X. Le quotient Y =
X/o de X par Uinvolution o est une courbe elliptique définie par

u? = p?(z) — dezt.

La surface de Riemann X est un revétement double ramifié le long de la
courbe Y :
X —Y, (wuz)r— (u,z2),

w2 224 p(2)4u
X : - 2z%
u? = p?(z) — 4e2?

Pour z suffisament petit, on a

W2 = 2 p() + VPP (E) —dext

2.4 =1—c—i—o(z),

et

o 224+ p(z) = /p?2(2) —dezt 1
w? = .
224 z4

(=1 +0o(2)).

Au voisinage de z = 0o, on a

2(w? —1)22 = a £ Va2 — 4c+ o(2).
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La surface X posséde quatre points a Uinfini p; (1 < j < 4) et quatre points
de ramifications

qj (sz,u:—224—p(z),z4+p(z)+c:0), 1<j <4,

sur la courbe elliptique Y. Dés lors, la structure des diviseurs de w et z sur
X est

W) = > @G- >

1<j<4 1<j<4
(w) = quatre zéros — E Dj-
1<j<4

Finalement, en appliquant la formule de Riemann-Hurwitz, on obtient
14 4
g(X)=m(g(Y) = 1)+ 1+ - =21-1)+ 1+ =3.
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