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CORRESPONDANCE DE HOWE EXPLICITE: PAIRES
DUALES DE TYPE I1

EXPLICIT HOWE CORRESPONDENCE: DUAL PAIRS OF
TYPE II

ALBERTO MINGUEZ

ABSTRACT. In this article, we give a new method for proving Howe
correspondence in the case of dual pairs of type (GL,, GL,,) over
a non-Archimedean locally compact field F. The proof consists in
combining a study on Kudla’s filtration [Kud] with the results of
about the irreducibility of a parabolically induced represen-
tation. The proof is valid for F' of any characteristic and allows
us to make the correspondence explicit in terms of Langlands pa-
rameters. Hence it generalizes the results of [Waf] and answers
completely all questions studied in and for dual pairs
of type II.

RESUME. Dans cet article, nous proposons une nouvelle méthode
pour démontrer la bijectivité de la correspondance de Howe pour
les paires duales du type (GL,,GL,,) sur un corps F' localement
compact non archimédien. La preuve est basée sur une étude soi-
gneuse de la filtration de Kudla [Kud] ainsi que sur les résultats
de a propos de l'irréductibilité d’une représentation induite
parabolique. Elle est valable pour F' de caractéristique quelconque
et nous permet d’expliciter la bijection en termes des paramétres
de Langlands. Elle généralise donc les résultats de [Waf] et répond
totalement aux questions étudiées dans et pour les
paires duales de type II.

Codes MSN : 11F27, 22E50.

INTRODUCTION

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien
de caractéristique résiduelle p > 0. Soit ¢ : F' — C* un caractére
additif non trivial de F. Si IV est un espace vectoriel symplectique
sur F', de dimension finie, on dispose du groupe métaplectique Sp (W),
qui est un revétement a deux feuillets du groupe symplectique Sp (W),
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et d’une représentation (w,S) de Sp (W) canoniquement attachée a 1,
dite représentation de Weil ou métaplectique, sur un espace de fonctions
S a valeurs complexes. Soit (Gp,G2) une paire duale réductive (cf.
IMVW, 1.1.17]) dans Sp (W) : ou bien (G1, G2) est une paire de groupes
classiques -symplectique, orthogonal, unitaire- (paires duales de type
I) ou bien une paire de groupes linéaires (paires duales de type II).

Notons @: et G5 leurs images réciproques dans Sp (W).

Soit 7 une représentation lisse irréductible de (71 quotient de w. No-
tons S [r] le plus grand quotient 7-isotypique de w. Il est de la forme

S[ﬂ-]:ﬂ-1®@(ﬂ-)7

en tant que Gy x évg—module, ol © (7) est une représentation lisse de

longueur finie de G;.

Roger Howe et Jean-Loup Waldspurger [Wal|, [MVW]| ont prouvé
que, dans le cas ou p est impair et que (Gi,Gs) est de type I, si
O(m) # 0, alors ©(m) a un unique quotient irréductible, noté 6(r).
L’application 7 +— () est une bijection entre I’ensemble des représen-
tation lisses irréductibles 7w de G telles que ©(m) # 0 et ’ensemble des

représentation lisses irréductibles 7’ de G telles que ©(n’) # 0. Elle est
appelée la correspondance de Howe. Nous nous proposons de montrer
un théoréme similaire pour les paires duales de type II, valable pour
tout p, et d’expliciter, en termes des paramétres de Langlands, la cor-
respondance 7 — 0(7), ce qui détermine I’ensemble des représentations
7 telles que O(7) # 0.

Dans le cas des paires duales de type II, Roger Howe, dans un manus-
crit non publié, avait prouvé la bijectivité de la correspondance. Notre
méthode, différente, rend, de plus, la correspondance explicite.

Passons a une présentation plus détaillée des résultats :

Soit D une algébre & division de centre F' de dimension finie d? sur F
et soient n et m des entiers strictement positifs. On note M,, ,,, (resp.
M,,) 'ensemble des matrices n x m (resp. n X n) a coefficients dans D.
Le groupe GL, (D) des matrices inversibles dans M,, sera noté G,,.

On note S, ,,, = S (M, ) l'espace vectoriel des fonctions ® de M,, ,,
dans C, localement constantes & support compact. La représentation
métaplectique wy, ,, restreinte a la paire duale G, x G, (cf. [MVW]
3.I11.1]) est la représentation

(0.1) nn(9:9) = V(9) 7 Oum(g, 9095,

ou on note v = | Nrd |, la valeur absolue de la norme réduite et
Onm @ Gn X Gy, = GL (Sy)

la représentation naturelle de GG,, x GG,,, définie par
Tum (9:9) @ (z) = @ (97 2g')

pour g € Gy, ¢ € Gy £ € My, €5, 0.
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Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant.

Théoréme 1. (voir corollaire [6.3]). Soit 7 une représentation irré-
ductible de G,,.

(1) Si Homg,, (Wpm, ™) # 0, alors il existe une unique représenta-
tion irréductible 7' de G, telle que

HOmGnXGm (wn,ma ™ 7T/) % 0.
De plus? dlm (HomGnXGm (wn,ma ™ ® ﬂ-/)) = 1

(2) Supposons n < m. Alors Homg, (Wpm,m) # 0 et, si m est

le quotient de Langlands (cf. section[f) de 71 X -+ X Ty, 0ol
Ti,...,Tn sont des représentations essentiellement de carré in-

tégrable, alors 7' est le quotient de Langlands de

—m-n—1 m=n-=1
2

I X KR X X TN

otl, pour toute représentation T, T désigne sa contragrediente.

Ainsi, si 'on note 7* les paramétres galoisiens de Langlands de la
représentation , les paramétres de 0(m) sont 7 @ 17 _ ot on a noté
1y _, les paramétres galoisiens de la représentation triviale de G,,—,.

La preuve du théoréme [Il se décompose en trois parties. D’abord, la
théorie des fonctions zéta de Godement-Jacquet [GJ| nous fournit un
entrelacement entre w, , et T®7 pour toute représentation irréductible
7, ce qui implique, avec un argument classique (cf. [MVW, 3.11.5]), que,
si n < m, alors Homg, (W m, ) # 0.

Pour montrer I'unicité de la représentation 0(m), on a besoin d’uti-
liser l'article [Mil] ou il est prouvé que l'induite parabolique d’une
représentation irréductible a, dans beaucoup de cas, une seule sous-
représentation irréductible.

Dans la section 2] on décrit explicitement le bord de la représenta-
tion métaplectique (un sous-ensemble de représentations de G,,) et on
trouve que, pour toute représentation qui n’apparait pas dans ce bord,
la représentation 6(7) est unique.

Aprés, dans la section B, on s’inspire de l'article [Kud], et on cal-
cule une filtration des foncteurs de Jacquet de la représentation méta-
plectique. Ceci nous permet de montrer dans les sections [ et [, par
récurrence, l'unicité de la représentation 6(7), pour les bonnes représen-
tations 7. Les mauvaises représentations sont celles qui ont un foncteur
de Jacquet bien précis. Or, ces représentations n’apparaissent pas dans
le bord de la représentation métaplectique!

Pour montrer la paramétrisation de la correspondance on a, a nou-
veau, deux cas. Par récurrence, le cas des bonnes représentations n’est
pas trés difficile et découle de [Mil, Corollaire A.3|. Pour les autres, on
utilise, dans la section [0, des propriétés subtiles de la classification de
Zelevinsky des représentations irréductibles en termes de segments.



4 ALBERTO MINGUEZ

Je voudrais particulierement remercier Colette Moeglin qui m’a pro-
digué nombre de conseils et idées ainsi que Guy Henniart pour toutes
ses suggestions et critiques. Je remercie aussi Goran Muic et Vincent
Sécherre pour les remarques et corrections qu’ils m’ont faites a propos
de cet article.

1. PRELIMINAIRES

Soient [' un corps commutatif localement compact non archimédien
de caractéristique résiduelle p > 0, D une algébre a division de centre
F et de dimension finie d? sur F.

Soient n, m deux entiers strictement positifs. On note M,, ,, (resp.
M.,,) Pensemble des matrices n x m (resp. n x n) a coefficients dans D
et Nrd : M,, — F la norme réduite. Le groupe GL, (D) des matrices
inversibles dans M,, sera noté G,,. Le groupe trivial sera noté Gj.

A toute partition (ordonnée) o« = (ny,...,n,) de Uentier n, corres-
pond une décomposition en blocs des matrices carrées d’ordre n. On
notera M, le sous-groupe de G, formé des matrices inversibles dia-
gonales par blocs, P, (resp. P,) le sous-groupe formé des matrices
triangulaires supérieures (resp. inférieures) par blocs, et U, le sous-
groupe de P, formé des éléments dont les blocs diagonaux sont des
matrices unité. Le sous-groupe P, est conjugué a P; dans G, avec
a = (nr,...,nl).

Dans cet article on ne considérera que des représentations lisses com-
plexes et le mot représentation voudra toujours dire représentation lisse
compleze. On notera Irr(G,) I'ensemble des classes d’équivalence des
représentations irréductibles de G,,. La représentation triviale de G,
sera notée 1,,.

Si 7 et 7’ sont deux représentations d’un groupe G, on notera

Homg (7, ')

Pespace des entrelacements entre m et 7’. On omettra I'indice G quand
il n’y a pas de confusion.

On note ﬁ_rr?ff...,m (resp. § —7Cn

N1y Tr

) le foncteur de Jacquet non
normalisé associé au parabolique standard P, (resp. P,). On note

~1/2
rCn oy =0 / f—rCn

ni,.. Py N1yee0yNr)

_G _ —1/2 -G
(resp. Tnﬁ___7nT - 5Fa ﬂ_rnln,...,nr )?

le foncteur de Jacquet normalisé.
Etant donnée une représentation p; de chaque G,,,, on notera

f—ind5" (p ® -+ ® pr)

I'induite parabolique non normalisée, o1 on a prolongé la représentation
p1® - R p, trivialement sur U,.
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On note aussi p; X - -+ X p, la représentation
ind%" (01 @ - ® p,) = 0 t—ind%" (01 @ - ® p,)

induite parabolique normalisée.
Soit 7 une représentation de G, ; on a un isomorphisme canonique
(réciprocité de Frobenius) :

(1.1)  Hom (m,py x -+ % p,;) = Hom (ri" . (7),p @ ®p,).

On a une formule similaire pour l'induction non normalisée et le
foncteur de Jacquet non normalisé. On dispose aussi d’un isomorphisme
de réciprocité a la Casselman (cf. |Berl Theorem 20]) :

(1.2)  Hom(py x +++ X py,m) =~ Hom (p1 @ - - - ® pr,?gﬁ___mr(w)) :

Pour I'induction non normalisée et le foncteur de Jacquet non norma-
lisé, la formule précédente devient :

Hom (]j—indgs (P @R py) ,7r) ~
(1.3) Hom (py @ +++ ® py,0p, 4= Tot (7)) -
Soient n,t € Z, 1 <t < n, 7 € Irr(G,), x € Irr(Gy). On no-
tera Jac,(m) # 0 (resp. Jac,(m) # 0) s'il existe p € Irr(G,_) tel que

Hom (7, x x p) # 0 (resp. Hom (7, p X x) # 0).
On utilisera & plusieurs reprises la proposition suivante [Mill, Propo-
sition 7.1] :

Proposition 1.1. Soient w, 7" € Irr,p € C. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) Hom (7, m x p) # 0;
(2) Hom (p x 7, 7') # 0.

Corollaire 1.2. Soient w,n’ deux représentations irréductibles et p une
représentation cuspidale. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Hom (7', m X p X -+ X p) # 0;
(2) Hom (p x --- x p x m,7’) # 0.

Démonstration. Puisque, par [Mill, Théoréme 5.1], 7 x p X -+ X p n’a
qu’'un seul sous-module irréductible et que, par [Mil, Théoréme 5.6],
pX--+-xpxmn'aquun seul quotient irréductible, le corollaire découle
de la proposition précédente par récurrence. O

Si X est un espace localement profini, on note S(X) I’espace vectoriel
des fonctions ® : X — C localement constantes a support compact. Le
lemme suivant sera utilisé dans le calcul explicite de la correspondance :

Lemme 1.3. Soit X un espace localement profini, X' un sous-espace
fermé de X. Supposons qu’un groupe localement profini G agit de facon
continue sur X et que G-X' = X. Notons H le stabilisateur de X' dans
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G. Notons aussi w la représentation naturelle (cf. [BZ1), §1.2.2]) de G
dans S(X) et p la représentation naturelle de H dans S(X'). Alors :

7~ t—ind% (p).
Démonstration. Posons
=1 — t—ind$ (p)
¢ = (g (7(9)9) [x) .
= est bien défini car X’ est fermé dans X (cf. [BZ1), §1.1.8]) et c’est un
entrelacement entre 7 et #—ind$ (p).

Construisons une inverse : Soit f € #—ind% (p). On définit ¢, € S(X)
par
o(x) = f(g) (),
six =g-2 et g € Geta € X'. Puisque G- X' = X des tels
couples (g, ') existent et si gi,go € G et zf, x5, € X' sont tels que
T =g -7 = gy- 2, alors 2, = g; 'gy- 2 et donc, si 'on pose h = g 'go
onaquehe€ H.

Ainsi
flg)@) = flg)(gr g2 25)
= p(h)f(g1)(x5)
= f(gih)(x3)
f(g2)(x3).
Donc ¢ est bien définie et le morphisme f +— ¢ est un entrelacement
entre f—ind% (p) et m, inverse de =. O

On note S, ,, = S (M,, ). La représentation métaplectique w;, ,, res-
treinte a la paire duale G,, x Gy, (¢f. Introduction) est la représentation

wnm(9,9) = v(9) 7 onm(g, 9 V(g7

Il est plus naturel de travailler avec la représentation métaplectique
tordue o, et de calculer ses quotients irréductibles. On déduira en-
suite immédiatement les résultats pour la représentation wy, ,,.

Il est aussi trés pratique d’utiliser la notation suivante : on a deux
groupes linéaires agissant, par multiplication, sur un espace de matrices
a gauche et a droite. Dorénavant, pour différentier ces deux actions,
on notera G', P’ et U’ les groupes linéaire, parabolique et unipotent
respectivement, agissant a droite et on gardera les notations G, P et
U pour ces groupes quand ils agissent a gauche. De méme, en cas
d’ambiguité, on notera v/ le caractére v quand il agit sur G'. Il peut
sembler une notation un peu artificielle mais elle facilite énormément
la compréhension des calculs.

On permet les cas m = 0 ou n = 0 (avec Gy = 0 ou G{, = 0) pour
lesquels M = 0 et 0p,, >~ C est la représentation triviale de G, et
ono =~ C est la représentation triviale de G,.
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2. LE BORD DE LA REPRESENTATION METAPLECTIQUE

Dans cette section, on rappelle les résultats de [MVW], 3.ITI| et on
en déduit quelques premiéres conséquences. On fixe des entiers positifs
n et m.

Commencons par rappeler que la théorie des fonctions zéta de Gode-
ment-Jacquet [GJ| nous fournit, pour toute représentation irréductible
7 de G, un entrelacement (cf. [MVW], 3.I1.7]) entre o, ,, et 7 ® 7. Par
IMVW| 3.I1.5], on déduit que, pour toute représentation irréductible
de G,,, il existe un sous-quotient irréductible 7’ de ]j—indIGj” (1 ®T)
tel que o

(2.1) Home, ¢ (Opm, T @ 7') # 0.

Ainsi, si n < m, alors O(m) # 0. Le probléme est de montrer que ce
sous-quotient 7’ est l'unique satisfaisant a (2.I)) et de déterminer ses
parameétres.

D’un autre coté, la représentation o, ,, admet (cf. [MVW| 3.I1.2])
une filtration

O:SH-lCStC"'CSlCSO:Snma

ou Sy est le sous-espace vectoriel de S, ,, formé des fonctions dont
le support est formé des matrices de rangﬂ plus grand ou égal a k,
0 <k <t =min(n,m). L'espace Sy1 est ouvert dans Sy par [BZl,
0

§1.1.8] et, en appliquant le lemme [ 3l avec X’ = ( 0 1

) , On montre

dans [MVW] 3.11.2] qu’on a un isomorphisrne
O = Sk/SkJrl — lj_lnd_n _wiP e (/’Lk)a

oil ju, est la représentation de P,,_ Y & Sur S (Gy) définie par :

ti (p, p') @ (h) = @ (py ' hpl)) = pi (P4, Py) @ (),

p1 O ) R
b e S(Gr),he Gy, p= ,p = topr 1
pour © € 5(Gi), € G p (pg p4)p (o )

représentation naturelle de Gy x G}, sur S (Gj) définie par
pr (pa; Ph) @ (h) = © (py ) -

Définition 2.1. On dit que © € Irr(G,,) apparait dans le bord de la
représentation o, ,, s'il existe k < n tel que Homg, (0%, 7) # 0.

Lemme 2.2. Soient 7 € Irr(G,,), ©' € Irr(G)) telles que Hom(og, 7 ®
7') # 0. Alors il existe T, 7" € Irr(Gy,) telles que

Hom (u—indgn_kk(ln,k ®7) @t—indg (Ln 4 ®7),7® W/) £0.

1On utilise la définition de rang sur une algébre a division de [Boul, §10.12]
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Démonstration. Soient 7 € Irr(G,,), 7' € Irr(G),) telles que Hom(ak, T®
7') # 0. On a donc un entrelacement non nul de ]j—mdf e (k)
—kk

dans w ® «’. Ceci équivaut, par (C3), a Pexistence d’un entrelacernent
non nul entre py, et 0p,_, f§— rCr () ® 5]37/)1716]6]:1—?52216,]6(71'/).

Soit V I'image d’un tel entrelacement ; il existe une sous-représentation
irréductible V' de V' et toute telle sous-représentation est de la forme
(1n_k ®7) ® (1, ® 7') comme représentation de M, M/ prOUT
et 7/ sont irréductibles. Par (L3), & nouveau, on trouve le résultat. [

Corollaire 2.3. Soit w € Irr(G,,). Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) La représentation m n’apparait pas dans le bord de oy, .
(2) Il n'existe pas T € Irr(Gy), k < n, telle que

Homg, (jj—ind%”ik . Lk ®7) ,7T> # 0.

Démonstration. Pour I'implication directe, supposons qu'’il existe 7 €
Irr(Gg), k < n, et un entrelacement non nul de jj—de" (1n Q)

dans 7. Par exactitude du foncteur f—ind et [MVW] Lemme 3 I1.3], on a
un morphisme surjectif de o5, dans ]j—lndG" (1n k ® T) qui composé

avec ’entrelacement précédent nous montre que Homg,, (o), m) # 0, i.e
que la représentation m apparait dans le bord de o, . O

Rappelons que, d’aprés [Mill, Théoréme 5.1|, pour toute représenta-
tion irréductible 7 € Irr(G,,), la représentation ﬁ—lndP, (lm n® )

a un unique quotient irréductible et qu’il apparait avec mult1pl101te
1 dans l'induite. Le théoréme suivant résume tout ce que 'on peut
conclure a partir de cette filtration par le rang.

Théoréme 2.4. Soient n,m des entiers positifs et supposons n < m.
Soient m € Irr(G,,) qui n’apparaisse pas dans le bord de oy, ,,. 1l existe
une unique représentation 7" € Irr(G.)) telle que

Home, xcr (0pm, ™ & 7') # 0.
C’est l'unique quotient irréductible de ﬁ—lndP/ (1m_n ® ). De plus,

dim (HomGnX@n (Cpm, ™R T )) = 1.

Démonstration. On avait vu au début de la section qu'’il existe ©’ €
Irr(G,) telle que Home, xqr (Onm, ™ ® ') # 0. Montrons qu’elle est
unique.

Par composition avec les morphismes S; — 0y, j = 0,...,7, on
obtient des morphismes S; — 7 ® 7'.

Soit k le plus grand j tel que S; — 7 ® 7’ ne soit pas le morphisme
nul. On a donc que # ® 7’ est un quotient de o,. Par hypothése on a
k = n et donc,

Hom (o, 7 @ ') # 0.
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Par définition de o,, on a alors

Hom (]j—indgﬁgi”in § (tn) , 7 ® W’) £ 0.
Par (L3)) et la définition de y,, on déduit que

Hom (1m_n ® P, TR 5pm7n’njj—rg*ﬁn,n(7r')) #0,

d’on, par [MVW] Lemme 3.11.3],

Hom (1m,,1 R T, 5pm_n’n]j—'r’i”jn7n(7r/)) #0,
et, & nouveau par (I.3]), on déduit que 7’ est I'unique quotient irréduc-
tible de Jj—mdfjj:_w(1m_n R 7).

Montrons finalement que
dim (HomGnngn (Cpm, ™R 7T’)) =1.

Soit A € Homg, xcr, (0nm,T™ ® 7'). La composée de A avec 'inclusion
Op <> Opm Nest pas nulle. Or, par le lemme [MVW| Lemme 3.I1.3],
dim (Homgnxg;n (op, T ® 77’)) = 1, et donc cette composée est unique
a homothéthie prés. Ainsi, si

dim (Homg, xcr, (Gnm, m @ 7)) > 1,

on pourrait construire, par combinaison linéaire, un morphisme non
nul A € Homg, x¢r, (0pm, ™ @ 7') tel que sa composée avec I'inclusion
Op <> Opm soit nulle. 11 existe alors & < n tel que Homg,, (0%, 7) # 0,
ce qui est absurde, par hypothése, et qui achéve la démonstration. []

Remarque 2.5. En particulier, si 7 est une représentation cuspi-
dale, il existe une unique 7’ (I'unique quotient irréductible de f—

indii’”ﬁ (Ly—p ®7)), telle que

Home, xcr (Opm, m@7') #0

En effet, si 7 est cuspidale, il n’existe pas 7 € Irr(Gy), k < n, telle que

Homg,, <]j—indg"_m (lnk®7) ,7?) # 0,

et donc, par le corollaire 23] elle n’apparait pas dans le bord de o,, ,,.

3. SUITE DE KuDLA

Dans cette section, on refait les calculs de [Kud|, pour les paires
duales de type II. On veut calculer une suite de composition des fonc-
teurs de Jacquet de la représentation o, .

Soient ¢, des entiers, 0 <t < n, 0 <1i <inf {¢,m}. Fixons quelques
notations pour cette section :

— On notera chaque matrice m € M,, ,,, par

m=(3)=C e )

ol a € Mt,my be Mn—t,ma my € Mn—t,i, mo € Mn—t,m—ia .
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— On notera chaque g € M, par

% g2 g3
g = ( an ) = ga 9s )
a1
90 € G, g1 € Gy, G2 € My_iy—i, g3 € My_ii, ga € My, g5 €
Mi,i-
— On notera chaque ¢ € G/, par

! /
r [ 91 92
g ( 95 94 ) ’

ot g1 € My, g5 € Min—ii, 93 € Mim—i, 94 € Min—im—i-
Soit ¢ un caractére non trivial de F'.
On définit oy, ,, par le diagramme commutatif suivant :

(3.1) S, ormlesy

l O-:L,m(g7g/) l

Sn,m - Sn,m

ou " est l'isomorphisme de représentations qui envoie f € S, ,,, vers

f( Z ) :/Mt,mf( Z* )¢otrd(taa*) da*,

ol on a noté trd la trace réduite.

On se propose d’étudier la représentation o7, . (transformée de Fou-
rier partielle de oy, ,,, isomorphe a o,, ,, par (8.1)). Plus tard, on ne fera
pas de distinction entre les deux représentations.

La représentation oy, ,, agit sur fpar
(3.2)

onm(9,9) f( Z ) = /M f (gl ( Z* )g') o trd (taa*) da*.

Ainsi Uy, agit, via oy, ., par

Onm ( 1 ;L )f( Z ) = wotrd(taub)f(

~( a

(3.3) = yotrd (Vau) f ( b
Notons A la partie fermée de M,, ,,, :

A:{(Z)ewmmwmzo}

Lemme 3.1. Le sous-espace S, (Um,t,a,’;’m) de S,.m engendré par
les fonctions de la forme

S Q
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ot [ € Spm et u € U,y est Uespace des ]?E Shp.m telles que
supp f N A =0,

Démonstration. Sur A, f— a;:m(u)f est, par (3.3), nul. Réciproque-
ment, soit f;é 0 nulle sur A et montrons que f € Snm (Um_t, cr;;m).
Le lemme sera démontré.

a . o
Pour tout m = b € M, m, notons ay, le caractere défini par

(O Ut,nft —C
u +— 1 otrd (taub) .

Pour tout m € M, ,,\ A4, il existe uy, € U;,—¢ tel que o (um) # 1.
Pour m’ dans un voisinage I de m, on a par continuité oy (um) =
am(um) # 1. Le support de f, étant compact, il suffit de montrer que la
fonction caractéristique 1; du voisinage I est de la forme F'—o7:  (u)F,
pour ' € S, .

Puisque, ' (4m) = @m(um) # 1 on a que 17 est égal & o, (u)1; &

une constante non nulle prés. Ainsi, F = 1; convient.

1
1—am(um)

U
Ainsi la suite exacte courte (cf. [BZ1) §1.1.8])
0—S(M\A) = Spm — SA) —0
f = ﬂA
s’identifie a
0= Spm (Usn—t, 05 m) = Snm — S(A) = 0

et donc S(A), muni de I'action de M, donnée par ([B.2), s’iden-
tifie au foncteur de Jacquet non normalisé, d’ott un isomorphisme de
M4 n—)-modules :
S(A) ~ ﬂ—rfﬁ_t (Onm) -
On a alors une filtration de ]j—'r’fg,t (nm) de My n—y x G}, -modules :
0=2S1 C S C--CS8 CSo=t—rir(0nm),

ol
Si = {]?ES(A):]?(Z)zosi rang(a)gi—l}

k = inf(t,m).
G

Chaque S, est ouvert dans S;. La représentation f§—r; 7 ; (0,,,) est
donc composée des représentations

= Si/Siy1  0<i<k.

La suite exacte de M ,,—y x G,-modules (cf. [BZ1], §1.1.8])
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b
'espace de 77 est 1'espace des fonctions {fe S(Ai)} et M) X G,
agit, via 7, sur cet espace par (3.2)).
Maintenant on va appliquer le lemme [[L3] avec X = A; et X’ I'en-
a;
0
stabilisateur T; dans M ,,_¢) x G, de X' est le sous-groupe des (g, ¢') €
P ixGny X Py, ; tels que g5 'g, = 1. Clairement M poxGh,- X" =

A;. Voyons que I'action de T; dans S(X') est isomorphe & fgi & Op—tm—i

ol A; = {( ¢ ) € My bla =0 et rang(a) = z} , nous montre que

semble des matrices de la forme , avec x € M, _;,,_;. Le

ou &), est le caractére de T; défini par v (go)™ v (¢")", pour (g,¢') € T,
Soient (g,¢') € Ti, © € Sp—tm—i, et f € S(A;). On a que

~

Ti* (gag,)f( Oaix =

_ /Mt’m f (gl ( Oa*x ) g/) ¥ o trd (( 8 (1; a*) da”

B g—la*gl 0 1@ * *

_/Mm{( OOQflxgé )thrd<<0 0 )a .
m n—t (l*

=v(g)"v(g) /Mt’;}f ( 0 gflxgé ) o trd (

t,m

:V(go)m’/(gl)tan—t,m—i(glagé)ﬂ< a, )(93
0 =*

Proposition 3.2. La représentation rf{;_t (On.m) est composée des re-
présentations 7;, i = 0,...,min {t,m}, ot

T~ ]’I]d (tn t)XG{m (é ; ® p ® Op— *‘)
? Pt—i,iXantXPi,’m i tvl ? n tvm )
et ou gt,i est le caractere

¢ 2m—n+t—1

Vo2 sur Gy_;
LR G
i = vs sur Gp_;
v e G
Ul sur G _,.

Démonstration. D’aprés le lemme [LL3] ce qui précéde implique que

My, XG!
7~ (§—ind); " nxm (&5 ® Tn—tym—i) -
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Induire de T; & M,y x G}, revient & induire de T; & P,_;; X Gy X
P; i et puis & M,y x G, Or, 'induite

P ixGn_¢xXP]

(f—ind), (6 © Ontn—i)
est la représentation égi ® pi @ Op—tm—i-
C . . Mgy xG! )
Ainsi, I'induite (jj—md)Ti(t’ B> &m (&) ® On—t,m—i) est la représenta-
tion
M(t,n—t)XG/rn

(Jj_ind)Pt—i,iXGn—tXPi/’m,Z‘ (622 (%9 Pi (%9 O-n—tﬂn—i) .

Pour achever la proposition il ne nous reste qu’a changer les induites et
foncteurs de Jacquet non normalisés en induites et foncteurs de Jacquet
normalisés. Ainsi

-1 M xG!
: 2 * 1 (t,n—t) m ) . )
Tz = 5Pt,n7t7_'i - lndPtfi’iXGn_tXPi/’mii (gtﬂ ® pl ® Un—t,m—z) )
avec
mon—tsT T T
gt,i =V (90) v (g) Pt_,.7i5pt7n,t Pl
i.e. le caractére requis. O

Avec les mémes arguments on calcule une suite de composition du
_G! . . . ALz
foncteur de Jacquet 7,7_,, agissant cette fois-ci du coté de G,,.

Proposition 3.3. Soient t,i des entiers, 0 <t < m 0 < i <inf {t,n}.
5 y _G, z -, . - .
La représentation Tt m—t (an,m) est composée des représentations ';, 1 =
0,...,min{¢t,n} ou
G xM! _
n (t,m—t) /
Pp_iixP],_,xGl _, (O-n*@m*t ®pi @ § t,z‘) )

-

7' ~ ind

et ou &'y, est le caractere

/ 2t—1

vz sur Gop_;
e sur G;
?m =7 gy G,
VU aur G
(V7 sur Gl _,.

4. APPLICATION

Soient m € Irr G, @’ € Irr G/, telles que ™ ® 7" soit un quotient de
Onm- S0it 7 un entier positif. Pour toute représentation cuspidale x
de G, considérons l’eniter positif maximal a tel que 7 soit une sous-
représentation d’une représentation de la forme

X XXX XXX,
ot on a fait le produit de a fois la représentation y fois p, p étant une

représentation irréductible de G,,_,,. Alors, par exactitude du fonc-
teur de Jacquet, on a un entrelacement surjectif de 7 (0nm) dans

ra,n—ra
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'r’g{jn,m( ) ® 7' d’ou un entrelacement non nul de rmn ra (On.m) dans
XXX X e X XX Rp7.

D’apres B.2] il existe alors ¢ € {0,...,ra} tel que

Hom(n,xxxx-~-xx®p®7r/)7é0.

Lemme 4.1. Les seuls 7; qui peuvent avoir des quotients de la forme
. . 2m—n+1 .
ci-dessus sont Trq €t Trq_1 €t, st X #F vV~ 2 seul 7., peut en avoir.

Démonstration. En effet, supposons que
Hom (1;, x X Y X - X x @ p®7') # 0.
Cela signifie, par définition de 7;,

Hom < d (Ta n— Ta)XG (€Ta7i ® pz ® O'n_ra7m_i) ’

Prog—i,iXGn— raXP,
Xxxx~-~><x®p®7rl>7é0
et, par (L2),

Hom (fm,i X pi & On—ra,m—i,

Mran 7"(1><G
TPT(G ”xG)n e exxexe XX®P®7T,)> #0,

1mz

d’ou
Hom (gra,i X P On—ra,m—i»
ra _G,
G’ra Z’L<X><X>< X>®p®rpz’m Z(ﬂ-/))#o’
et donc
Hom (&gl 75, (XXX X+ % X 6, ) £ 0,

Ainsi, on trouve finalement

2m—n+ra—i1

Hom(umfﬂ ,Xxxx---xx)#().

Par I'unicité du support cuspidal, il faut alors que

2m—n+ra—i

supp (Vm_i 2 ) ={x,--»x}

et donc, ou bien ¢ =raou bieni =ra—1let y =v

2m—n—+1
2

Ainsi on se retrouve avec deux cas :

Cas A, Hom (T4, X X X X - X X ®p@7') #0,
Cas B, Hom (T 1, X X X X - X X Q@ p®7) # 0 et X—ym;“
Examinons successivement les différents cas du lemme plus haut (le
cas B sera traité dans la section D).
Cas A Supposons d’abord Hom (7,4, x X X X -+ X x @ p®7') # 0
(ce qui arrive, en particulier, d’aprés le lemme précédent, pour y dis-

2m—n+1

tinct de v= 2 )
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Alors, Hom (74, x X X X -+ X X @ pR7') # 0, s’écrit, d’aprés la
proposition

( )XG
Hom <1nd P (&rara © Pra © On—ram—ra) ,

(ra,n— 'ra)>< ra,m—ra
Xxxx~-~><x®p®7rl>7é0

ce qui implique, par définition de &, ,, que

Hom (md (pra ® O-nfra,mfra) )

Tam ra

n—m - — —ra

VI XU X - ><1/2x®1/2p®1/27r>7£0

d’on, par le lemme [MVW| 3.11.3],

ra,m—ra

Hom(mdg: (y%jzx X VUTX® VU2 O ram- my—;a>’
,0®7T’> £ 0.

Soit b > 0 maintenant maximal tel qu’il existe une représentation
irréductible p’ de GJ,_,, avec 7’ quotient de

m—n

VT X X v X

m—n ~

ot on a fait le produit de b fois la représentation v 2 Y.
Ceci équivaut, par le corollaire[l.2] au fait que 7’ soit sous-module de

m—n

PXV T XXXV 2y,

m—-n ~

ot on a fait le produit de b fois la représentation v~ 2 X-
Par (ED:I) on a un homomorphlsme non trivial de rm rbrp(™) dans

P RvT Xx---xvz ydot, par conJugalson un homomorphisme
non trivial de rrbm () dans VT X - x VT X ).

D’un autre coté, le foncteur de Jacquet étant exact, on a un mor-
phisme surjectif dans

G{m m—n ~ m—n ~ ra )=ra
Hom rbm Tb lnd ram i, [ XX...XV 2 X®V20'n_ra7m_ral/ 2 s

qui, compose avec I’ homomorph1sme non trivial précédent de 7 Trb L (1)
dans v7°X x --- x v"7 X ® p/, montre que

U

G’ m—n ~ - y=ra
Hom T rpm—rb © 1nd vz XX...XV e X®V20n ram—raV 2 ),
ram ra

PRVITX X - ><1/2x®,0)7£0.
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Par le lemme géométrique (cf. [Zel, §1.6]) et la maximalité de b, on
déduit que :

—ra

VIR XL xR @ v RO (o )Nz
A X X rb— ra,m— rb n—ra,m—ra 9

Hom(mdpr,a .
PRV T X X - xu%jz@)p/);zéo.

D’apreés la proposition B3 il existe alors ¢ € {0,...,7b — ra} tel que

m—n+tra _ m—n+ra

Hom(?{,y 2 XX e XU 2 i@u%p/>7é0.

Le lemme suivant se montre comme le lemme

Lemme 4.2. Les seuls 7/; qui peuvent avoir des quotients de la forme
m—2n—1

ci-dessus sont Typ_ra €t Trpra_1. OF, STV 2 X #v 2, (ie si
n+1 -
X #V 2 ) seul T y_rq peut en avoir.

Ainsi on a, & nouveau, deux cas :

Cas A.1 Hom (FTb,m, VY K e xRy QU p’) #0 (ce
qui arrive, en particulier, d’aprés le lemme précédent si xy # v L ot

n+1

XF V)
Cas A.2 Hom (Frb_m_l, z/”_%”“;g X oo XU TW}?@ vz ,0) # 0

et, dans ce cas, il faut que y = Vi
Regardons d’abord le cas A.1.

Lemme 4.3. Dans le cas A.1, on a b = a.

Démonstration. Si

Hom ( 1nd

m—n __ m—n __ m—l y—ra
P’ V2XX"'XV2X®V2Trb7raV2 ,

ra,rb—ra
PRV XX - Xv%%@p’)%&

alors, par définition de 7/,4_,4, On a aussi

ne—ra rb—ra If'rb+7‘a —ra —ra
Hom mdnrbrbm V2 Op_ppmrpV 2 QU2 XX---XV2X],
—ra ra
vz p®v2p) # 0,

ot on a fait le produit de b — @ fois la représentation v 2"y, et donc,
par maximalité de a, il faut que b = a. O

Avant de passer aux autres cas, résumons les résultats obtenus en
une proposition.

Proposition 4.4. Soient m € Irr G, ' € Irr G, telles que m @ @' soit
un quotient de oy, ,,. Soit aussi

n+1
rV 2

X # 2m—n+1
1 2
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une représentation irréductible cuspidale de G,.. Alors a = b ot a et b
sont définis par les conditions suivantes :
(1) 1l eziste p € Irr(G,,—pq) avec
T X XXX XX XPp,

ot on a fait le produit de a fois la représentation cuspidale x et
a est mazimal.

2) 1l existe o' € Irr(G! avec
0

m—rb
ﬁl%p/xy%yx...xy%%’
ot on a fait le produit de b fois la représentation cuspidale

m—n

vz x etb est maxrimal.

De plus, on a

—ra ra
2

Hom (an,m,m,m, vz pe V_p/) # 0.

5. UNICITE

La proposition précédente, avec le théoréme 2.4l nous permet de
montrer 1'unicité de la correspondance théta.

Théoréme 5.1. Supposons n < m. Soit w une représentation irréduc-
tible de G,. Il eziste une unique représentation irréductible ©' de G!,
telle que

Home, xcr (Wnm, ® @ 7') # 0.
De plus, dim (Homgnxg/m (Whym, T ® 7r’)) =1

Démonstration. Par récurrence on peut supposer que le théoréme est
vrai pour toute paire (Gi, G;), ol ij < nm. Montrons-le pour la paire
(G, G1)-

Soit " € Irr G}, telles que 7 ® 7’ soit un quotient de o, ,,,. Montrons

que 7’ est uniquement déterminée par .
n+1

. . v 2 , .
Supposons d’abord qu’il existe y # am-—ni1 UD€ représentation
UV 2

cuspidale de G,, et 7 € Irr(G,,_,) avec ™ — x X T.
Soit a > 0 et p € Irr(G,_q) avec

T X XX X XX Xp,

otl on a fait le produit de a fois la représentation cuspidale y et a est
maximal.
D’aprés la proposition précédente, il existe p' € Irr(G/

m—ra

) avec
s p XUz XXXV 2 X,

ot on a fait le produit de a fois la représentation cuspidale vz~ ¥. De
plus, on a

—ra ra
2

Hom (an_m,m_m, vz p® V_p') # 0.
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Par hypothése de récurrence, p’ est uniquement déterminée par p et,
par [Mill, Théoréme 5.1], 7’ est 'unique sous-module irréductible de

m—n ~~

PXVITN X X VTN
Sinon, la représentation 7 est telle que, si Jac, () # 0 et x cuspidale,

n+1 2m—n+1 N
alors y € {1/ 2 U 2 } Dans ce cas m n’apparait pas dans le bord

de o0,,, car elle n'est pas quotient d'une représentation de la forme
jj—ind%” . (1, ®7) avec 7 € Irr(Gy). En effet, si

Hom (jj—ind%” . Lk ®7) ,7?) # 0,
on trouve, aprés normalisation, que
Hom (ind%:ik’k <y% ® yk_TnT) ,7r> # 0.

Par conjugaison, on déduit
Hom (indg;n_k (VIC_TTLT ® 1/§> ,7T> #0
puis, par (L2),
Hom <yk_TnT ® V%,Fg£n7k<ﬂ)) # 0,
et, a nouveau par conjugaison,
Hom (y% QueT, TR (7?)) # 0,

et donc Jac —n+ze1 (1) # 0. Ceci n’est possible que si k =n ou k =m
. 14 2
ce qui est absurde.
Ainsi d’apreés [24], 7’ est 'unique quotient de jj—indgfn (L ® 7).
’ 0

6. LA CORRESPONDANCE EXPLICITE
Soient w € Irr(G,,), 7" € Irr(G),) telles que
Homg, xcr (Wnm, ® @ @') # 0.

La fin de l'article est consacré au calcul des paramétres de Langlands
7' en termes de ceux de 7.

Soient 7y,...,7y des représentations essentiellement de carré inté-
grable et aq,...,ay € R tels que, pour tout 1 < ¢ < N, v%7; soit
une représentation de carré intégrable. Soit o une permutation de
{1,..., N} telle que o) > ag(j) si @ < j. La représentation 7,¢) X
To(2) X+ +* X To(n) @ un unique quotient irréductible, et on dira que c’est
le quotient de Langlands de 7 X --- X 7.

Supposons que 7 est le quotient de Langlands de 74 x - X 7, ol
Ti,..., Ty sont des représentations essentiellement de carré intégrable.
Notons alors 6% (7) le quotient de Langlands de

m—2n—1 —m+1 -_n __ m-n —__

Vo2 XXV 2 XU 2T XXV 2 TN.

3
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Théoréme 6.1. Sim > n et
Home, xar (Opm, m@7') # 0,
alors ™' = 07 (7).
Remarque 6.2. En particulier, si m = n, #/ = 7, comme on 'avait

déja montré au début de la section Pl Dans la preuve, on supposera
alors m > n.

Des théorémes Bl et [6.1] il résulte, avec la normalisation correspon-
dante, un théoréme similaire pour la représentation wy, ,, (cf. (O.1))) :

Corollaire 6.3. Soit m une représentation irréductible de G,,.

(1) Si Homg,, (Wpm, ™) # 0, alors il existe une unique représenta-
tion irréductible 7' de G, telle que

HOmanGin (wn,ma ™ 77/) # 0.
De plus, dim (HOmanng (Wnym, T ® W,)) = 1.

(2) Supposons n < m. Alors Homg,, (wnm, ™) # 0 et, si 7 est le
quotient de Langlands de Ty X -+ X Tn, 00 T1,...,Tn sont des
représentations essentiellement de carré intégrable alors @' est
le quotient de Langlands de

v 2 X oo XV

m—n—1 m—n—1
2

X Ty X oo+ X TN.

Pour la preuve du théoréme 6.1l on va utiliser plusieurs fois le lemme
suivant [Mill, Théoréme A.3|

Lemme 6.4. Soient x une représentation cuspidale de G, telle que
n+l

v 2 . . . .
X # 2m—nt1 p € Irr(G,,_,), et ™ l'unique sous-représentation ir-
v- 2

réductible de x X p. Notons 7' ['unique sous-représentation irréductible
de v= 0% (V7 p) x v T X. Alors

=0 (m).

Corollaire 6.5. Soient x une représentation cuspidale de G,., x #
ntl
V2
amonil Soient a € N*, p € Irr(Gy—rq), et ™ l'unique sous-repré-
vz

sentation irréductible de x X --- X x X p ot on a fait le produit de a fois
la représentation x. Notons 7' ['unique sous-représentation irréductible
devz 0 (V2 p)xvz XX---xv 2 X, ol on a fait le produit de

m—ra
m—n

a fois la représentation v 2 x. Alors
=0 (m).

Démonstration. Par récurrence sur a. Si a = 1, ¢’est le lemme 6.4l Sup-
posons a > 1. Notons m; I'unique sous-représentation irréductible de
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X X+ XxXpouon a fait le produit de a—1 fois la représentation y. No-

AR B . , . . , . —ra . —ra
tons 7] "'unique sous-représentation irréductible de vz 6% (v p)x

v X X - XV z X, ol on a fait le produit de a — 1 fois la représen-
tation vz x. Alors, par hypothése de récurrence

T = vF6, (v Fp)
et, de plus 7 est 'unique sous-représentation irréductible de x x mp et 7’

est 'unique sous-représentation irréductible de 7} x v~ 2 Y. Le résultat
découle, & nouveau, du lemme [6.4] O

7. LE CAS SIMPLE
n+l
. . vz . .
Supposons qu’il existe x # am-nt1  UNe représentation cuspidale
v 2
de G, et un entier strictement positif a, tels que I'une des conditions
suivantes équivalentes (par la proposition [I4]) soit satisfaite :
(1) Il existe p € Irr(G,—pq) avec
(7.1) T XXX X o XXX P,
ot on a fait le produit de a fois la représentation y, a maximal.
(2) ou bien, il existe p’ € Irr(G.,_,,) avec
(7.2) s P XxUTT XX XY Ty,

m—-n ~

ou on a fait le produit de a fois la représentation v"z Y, a
maximal.

Puisque, par la proposition [4.4]

Hom (anfm,mfm, v p® v%p’) #0,
et a > 0, on peut supposer, par hypothése de récurrence, que
(73) o =vE0, . (vF)
On déduit de (1), (T2) et (3)), grace au corollaire 6.5, que 7’ =
05 (7).

8. SUR LES PARAMETRES DE ZELEVINSKY

Soit r € R,n € N*. On dit que la suite A = {r,r+1,...,7+n—1}
de nombres réels est un segment et ’ensemble de tous les segments sera
noté S. Il est muni d’une action de R définie par

k{r,r+1,....r+n—-1}y={k+rk+r+1,...)k+r+n—1}.
On notera aussi
b({r,r+1,....r+n—-1}) = r,
e{r,r+1,....r+n—-1}) = r+n—1
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les extrémités du segment. On note [ ({r,r+1,...,7+n—1}) =n sa
longueur.

On définit un préordre sur S par A < A’ si b(A) < b(A’). On
note M (S) lensemble de multisegments, i.e, des fonctions m : S — N
a support fini (on pensera a un ensemble de segments comptés avec
multiplicités). Un multisegment Aq, Ay, ..., Ay est dit rangé si Ay <
S A <AL

A chaque segment A = {r,r + 1,...,7 4+ n — 1} on associe une repré-
sentation irréductible de GL, (D), notée (A)', définie comme I'unique
quotient irréductible de v x "1 x - - - x "+"~1_ La représentation (A)’
est essentiellement de carré intégrable. La contragrédiente (A)' est la

représentation <A>t ot A = {-r—mn+1,—r—n+2---—r}

A chaque multisegment A;, As, ..., Ay on associe une représen-
tation irréductible de GLyya,)(D), notée (A, A,,. ., Ay, définie
comme l'unique quotient irréductible de <AU(1)>t X <AU(2)>t X cee X
<A0(N)>t, ou ¢ est une permutation de ’ensemble {1,..., N} telle que
le multisegment A1), Aye), ..., Axn) soit rangé. La contragrédiente

—_

—\t

(A1, Ay, ..., AN)" est la représentation <Av1, Kg, ce AN>

La proposition suivante, dans le cas D = F est montré dans [Zel,
6.9.]. Dans le cas ou D # F' la preuve est analogue et se trouve dans
IMi2, 2.3.7].

Proposition 8.1. Soit A1, A, ..., Ax un multiensegment rangé, avec
Ay ={bb+1,...;e} et Ay ={V, V' +1,...,€¢}, alors

(1) Si Jac,, ((Al,AQ,...,AN)t) #0 on aquel > €.

(2) Si Jac, (<A17A27...,AN>t) #0 on a quel <b.

9. FIN DE LA PREUVE

On s’est ramené aux cas ou 7 et 7' sont des représentations trés
particuliéres, des représentations vérifiant les propriétés suivantes :

J.1 Si Jac, () # 0 et x cuspidale, alors x € {VRTH, VW%},

J.2 si Jac,(7') # 0 et x cuspidale, alors x € {V%ﬂ, y%}.

On va utiliser les propriétés de la section précédente pour terminer la
preuve du théoréme On rappelle qu’on suppose m > n.
Soit m € Irr(G,) telle que Jac nga (m) # 0. Soit @ maximal tel que

T X XX X XX XPp,
N

nrl
2

ol on a fait le produit de a fois le caractére y = v ", On se trouve,
avec les notations de la section [, dans le cas A. On rappelle que 1’on
a deux possibilités, Al et A2 :
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Cas A.1 Ou bien, il existe p' € Irr(G),_,) avec
71-' (. pl X y%xil X oo X y%xilj
ot on a fait le produit de a fois le caractére vz x !, « maximal et

Hom (an,a,m,a, V2 p® u%p') #+0

(proposition [£.4)) ;
Par hypothése de récurrence, on a que :
/ / m—2n—1 m—2n—1
(9.1) T p Xy 2 X-eexvyo2
ou
/ . —a % —a
p = v?2 9m7a<y 2 p)
m—2n—1 —m-+1 m—n m-—n-—_— t
= (v 2 ,...,u 2 U 2 U2
. t . . s 4
si p=(Aq,...,Ay)", avec les notations de la section précédente.

Lemme 9.1. Il n’existe pas des représentations irréductibles m et «’
satisfaisant aux conditions J.1, J.2 et (O.1)).

Démonstration. D’aprés J.1, on sait que, si Jac,(7) # 0 et x cuspidale,
alors y € {yngl , T

24l Ainsi, par définition de g/, tous les segments de p/

} Par[BJ1(1), tous les segments de p finissent

alors par e¢; >

m—2n—1

commencent alors par b, < % De plus, puisque m # n, {1/ 2

est un segment de p’ et donc, par [M11 Théoréme 6.6.(3)], il existe 7/ €
m—2n—1

Irr(Gl, 1) tel que p/ — 7/ x v™ 2 ce qui contredit la maximalité
de a. O

Cas A.2 Alors on a bien (avec les notations de 4]

m—n+ta

Hom(?b_a_l,u 2 XX XU g XQvip )7&0
Dans ce cas on a une proposition similaire & la proposition [4.4]
Proposition 9.2. Soient 7 € rr G,,, 7’ € Irr G, telles que m @ 7 soit

un quotient de o, ,, satisfaisant aux conditions J.1 et J.2. Soit aussi

n+1l \ N . .
X =v 2z un caractére de G1. Alorsa =b—1 ou a et b sont définis par
les conditions suivantes :

(1) 1l eziste p € Irr(G,,—,) avec
T X XX X XX Xp,
ot on a fait le produit de a fois le caractére x et a est mazximal.
(2) Il existe p' € Irr(GY,_,) avec
7 XVT_nfgx~-~><y%5{,

—7’L~

ot on a fait le produit de b fois le caractére v—z
mazimal.

et b est
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De plus, on a
Hom (on_a,m_a_l, vl ® l/aTﬂp'> # 0.
Démonstration. On a que

Hom ( indJGDf’
a,b—a

(VX% xR @ T v )
p®f?7X~~xf?7®ﬂ)%Q

d’ot, par définition de 7/y_,_1,

Hom ( indGr-—a <1/b+71crn_b+1,m_bu'_7b X V_Tax X +or X V_Tax) ,

Py p-1p—a-1
p®ﬂ>%&

otl on a fait le produit de b — a — 1 fois le caractére v 2 y, et donc, par
maximalité de a, on a b =a + 1.
O

/

Ainsi, il existe p’ € Irr(GY,_,_;) avec

1 m=n = —1

/ / m=-n _
T p XU Z X  X--eXU 2 Y o,

m=n _q

oll on a fait le produit de a4+ 1 fois le caractére v~z ', a maximal et

a+1

Hom <an,a,m,a,1, V_Ta_lp QU 2 p') # 0.

Alors, par hypothése de récurrence on a

dim (Hom <an,a7m,a,1, v2 @ VaTﬂp’)) =1,

et
) a=1 =21
p = Vv 2 Hm a(V2 p)
—_— —\ t
m—2n—3 —m-+1 m—n m—n
= <V 2 ’ Voo, v 2 Alv' Vo2 A]\7>

si P = <A1,...,AN>t.

Lemme 9.3. Supposons que w et ©' sont deux représentation irréduc-
tibles qui satisfont aux conditions J.1, J.2 et telles que m est un sous-
module de v*5 X -+ x V" F X p, ot on a fait le produit de a fois le
caractere v"s , ' est un sous-module de p' x V" F T X - x v a

m—2n—1

ot on a fait le produit de a + 1 fois le caractére v = x ! et

—~ t
’ m—2n—3 —m+1 m—n m—n
p:<1/ 2 ..., v 2 vz Aq,...,v 2z Ay

sip={(A1,...,Ax)".
Alors ' = 6, ().
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Démonstration. Notons 7} ['unique sous-représentation irréductible de
—2n—1 m—2n—1

/ m—sn—1
px]j 2 X e XUV 2 s

N . . . N m=2n—1 N
ou on a fait le produit de a fois le caractére v~ 2 | alors, d’aprés le
corollaire 6.5 on a que

—a

/ —a
mo o= vl . (v
—~ —\ t
m—2n—3 —m-+1 m—n m—n
_ = / /
= <V > ., v2 v 2 Ao v 2 AN>

: _ / 7\t
sim=(Al,...,A)".
De plus, 7’ est I'unique sous-représentation irréductible de 7] X

m—2n—1

v 2 . Voyons finalement que 7’ = 6 (7).

Puisque d’aprés J.1, on sait que, si Jac,(7) # 0 et x cuspidale, alors
n+1 2m—n—+1

X € {VT, v- 2 } Par la proposition BJ|(1), tous les segments de
n+1
2

la forme A’ finissent alors par e; > . Ainsi, tous les segments de

la forme v" 2" A/ commencent par b, < % et, a fortiori, tous les
segments de 7] commencent par b, < 7=21=1
Ainsi, par [Mill Théoréme 6.6(.2)|, on a que

m—n

—_— —\t
’ m—2n—1 m—2n—3 —m-+1 m—n *
7r:<y > vz ..ovoz vz A ov oz Ay) =608 ().

g

Il ne nous reste maintenant a traiter que les cas ou 7 et 7’ sont des

représentations vérifiant les propriétés suivantes :
2m—n+1

H.1 Si Jac,(m) # 0 et x cuspidale, alors x =v~ 2

—m—1

H.2 si Jac, (') # 0 et x cuspidale, alors x = v~ 2

Proposition 9.4. Il n’existe pas de représentations irréductibles m €
Irr(G,) et ' € Irr(G),), m > n, satisfaisant auz conditions H.1 et H.2
et telles que Hom(o,, m @ 7') # 0

Soit 7 € Irr(G,,) vérifiant H.1 et soit a« maximal tel que

T X XX X XX XPp,

2m—n—+1
2

olt on a fait le produit de a fois le caractére y = v . On a alors,

avec les notations de la section 4 que
Cas A Ou bien, Hom (7,,x X x X -+ X x @ p®7') # 0,
Cas B ou bien, Hom (7,_;,x X x X -+ X x ® p®@7') # 0.
C’est a dire :
Cas A Puisque m # n on est bien dans le cas A.1 et donc, d’apreés
44 il existe p’ € Irr(G),_,) avec

1 m=n_ -1

/ / m=-n _
T p XV Z X  X-eeXVU 2 oY o,
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m—-n

ot on a fait le produit de a fois le caractére v~z y~!, @ maximal et
Hom <an_a,m_a, vITp® V%p') # 0.

Ceci n’est pas possible. En effet, par récurrence, on a que :

m—1 —m—1

s pxvTz X xyz

)

et

t
’ m—2n—1 —m-+1
p:<1/ z ...v 2 vz Ao, 2 Ay

si P = <A1, .. .,AN>t.

Il y a ainsi des segments de 7’ commencant par x; >
par la proposition [8.1](2), contredit H.2.

Cas B Sinon montrons qu'il existe p’ € Irr(G),_,, ) avec

—m—1
2

ce qui,

/ / m—-n _q m—_n _q
T p XU Z x  X--eXVU 2 Y o,

m—n

otl on a fait le produit de @ — 1 fois le caractére v~ 2 y~!, @ maximal
et

a+1

Hom <crn_a7m_a+1, VI pQus ,0’) # 0.
En effet, Hom (7,_1,x X x X - - X x ® p® 7') # 0 implique que

. G!
Hom ( ind P

a—1l,m—a+1

(yTixfl X oo X yTixfl (29
—a—1

I/%Un_mm_a_;,_ll//T) P D 77') #0.

Soit b maintenant maximal tel qu’il existe une représentation irré-
ductible p’ de G7,_, avec ©" quotient de

m—n _q m—n

vz oy X...XV2X_1>(p,

ot on a fait le produit de b fois le caractére vz y 1. D’aprés le corol-
laire on a une fléche non nulle

m—n 1 m—n

Tﬁ;’g_b(ﬂl)%u 2 x Ix-oxvz x ey
Puisque y # VRTH, on montre, comme dans [£4] que b = a — 1 et donc
Hom <O’n,a7m,a+1, y%ap ® UGTH/)') # 0.

Ainsi, il existe p’ € Irr(G),_,,,) avec

= p xv ;X71X~-~XV 27)(1

Y

m=n _q

ot on a fait le produit de a — 1 fois le caractére vz y
et

, @ maximal

a+1

Hom <0n_a7m_a+1, VI pQus ,0’) # 0.

Alors, par hypothése de récurrence on a

m—1 —m—1

T p xvTE X xvTzo,
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et .
/ m—2n—1 —m—1 m—n m—n
p:<y x ..., v 2 vz A L...,v 2 Ay
. t . .
si p=(A1,...,Ax)". Si n # m, on trouve ainsi des segments de 7’
commencant par x; > _";_1 ce qui, & nouveau par BI(2), contredit

H.2.
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