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MINORATION DE LA HAUTEUR DE WEIL DANS UN

COMPOSITUM DE CORPS DE RAYON

ARNAUD PLESSIS

Résumé. L’étude de la propriété (B) a été motivée par la conjecture de Leh-
mer. Un corps algébrique a la propriété (B) s’il existe une constante c stricte-
ment positive telle que tout élément de ce corps d’ordre infini ait une hauteur
supérieure à c.

Dans cet article, sous certaines conditions d’uniformité, on donnera un com-
positum d’une famille de corps ayant la propriété (B).

Abstract. The study of Property (B) starts as a special case of Lehmer’s
conjecture. An algebraic field is said to satisfy Property (B) if there exists a
positive constant bounding by below the height of every point of infinite order.

In this paper we prove that, under certain uniformity conditions, the com-
positum of a familly of fields satisfies Property (B).

1. Introduction.

Notons h la hauteur logarithmique et absolue de Weil (cf la section 2.1 pour les
détails). Notons également µ∞ l’ensemble des racines de l’unité de Q. Une question
importante concernant cette hauteur est la conjecture de Lehmer (cf [20, §13]).

Conjecture 1.1 (Lehmer). Il existe c > 0 tel que pour tout x ∈ Q
∗\µ∞, on ait :

h(x) ≥ c

[Q(x) : Q]
.

Actuellement, le meilleur résultat connu est dû à Dobrowolski :

Théorème 1.2 (Dobrowolski, [14]). Il existe c > 0 tel que pour tout x ∈ Q
∗\µ∞,

h(x) ≥ c

D

(

log log(3D)

log(2D)

)3

où D = [Q(x) : Q].

Afin de mieux comprendre cette conjecture, Bombieri et Zannier ont introduit
la notion de propriété (B) (pour Bogolomov) ci-dessous.

Définition 1.3. On dira qu’un corps K ⊂ Q satisfait (ou a) la propriété (B) s’il
existe un réel T0 > 0 tel que l’ensemble

A(T0) = {α ∈ K∗| h(α) ≤ T0}
ne contienne que les racines de l’unité.

Nous allons maintenant nous intéresser à certaines familles de corps qui ont
la propriété (B). D’après un théorème de Northcott, les corps de nombres ont la
propriété (B). Ainsi, la notion de propriété (B) est intéressante uniquement lorsque
l’on a des extensions infinies de Q. Citons quelques exemples de corps ayant la
propriété (B). Le premier concerne les corps totalement réels (un corps K est dit
totalement réel si pour tout plongement σ : K →֒ C, son image est dans R).
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2 ARNAUD PLESSIS

Théorème 1.4 (Schinzel, [23] et Smyth, [25]). Soit K un corps totalement réel.
Alors pour tout x ∈ K∗\µ∞, on a :

h(x) ≥ 1

2
log

(

1 +
√
5

2

)

.

Le prochain exemple est un analogue p-adique du théorème 1.4. On dit que α ∈ Q
est un nombre totalement p-adique si p est totalement décomposé dans Q(α). Le
corps Qtp constitué de tous les nombres algébriques totalement p-adiques est alors
une extension galoisienne de Q.

Soient p un nombre premier et K une extension algébrique de Q. On dira que
K se plonge dans un corps local M si, pour toute place ν de K au-dessus de p, le
complété de K par rapport à ν est inclus dans M . Par exemple, Qtp se plonge dans
Qp. Le prochain théorème montre que Qtp a la propriété (B). Plus généralement :

Théorème 1.5 (Bombieri-Zannier, Theorem 2, [7]). Soient L/Q une extension
galoisienne et p un nombre premier. Si L peut être plongé dans une extension finie
de Qp, alors L a la propriété (B).

Le prochain résultat montre que les extensions abéliennes de Q ont la propriété
(B).

Théorème 1.6 (Amoroso-Dvornicich, [2]). Pour tout x ∈ (Qab)∗\µ∞, on a :

h(x) ≥ (log 5)/12.

Dans [18, Theorem 1], Habegger a montré l’analogue du théorème 1.6 dans le cas
des courbes elliptiques. Plus précisément, si E est une courbe elliptique définie sur
Q sans multiplication complexe, alors Q(Etors) a la propriété (B) où Etors désigne
l’ensemble des points de torsion de E.

Dans [3, Theorem 1.2], les auteurs ont étendu le théorème 1.6 en montrant que
pour tout corps de nombres K de degré d sur Q et tout x ∈ (Kab)∗\µ∞, on a :

h(x) > 3−d2−2d−6.

On peut se demander si l’hypothèse "K est un corps de nombres" peut être rem-
placée par "K a la propriété (B)". Cela n’est pas possible en général. Dans [1,
Theorem 5.3], les auteurs donnent un contre-exemple en prenant pour K le corps
Qtr (le compositum de toutes les extensions totalement réelles), qui possède la pro-
priété (B) par le théorème 1.4, et montrent que Qtr(i) ⊂ Kab n’a pas la propriété
(B).

Définition 1.7. Soient K ⊂ Q un corps et ν une place finie de K. On dit qu’une
extension algébrique L/K a un degré local borné en ν s’il existe un entier positif
B(ν) tel que [Lw : Kν ] ≤ B(ν) pour toute place finie w de L étendant ν.

On a vu que si K est un corps ayant la propriété (B), alors Kab n’a pas forcément
la propriété (B). On peut alors se poser la même question en remplaçant "corps
ayant la propriété (B)" par "corps ayant un degré local borné en un premier p".
Cela conduit au problème suivant dont une réponse partielle a été donnée dans [1] :

Problème 1.8. Si une extension algébrique L/Q a un degré local borné en un
premier p fixé, est-il vrai que Lab a la propriété (B) ? Plus généralement, si p est
un nombre premier et (Li)i une suite de corps algébriques ayant tous un degré local
borné en p, est-il vrai que le compositum des Lab

i a la propriété (B) ?

De manière générale, la seconde affirmation est fausse. Pour p fixé, il suffit de
prendre la suite (Li)i de tous les corps de nombres. Ainsi, le compositum des Lab

i

est égal à Q qui n’a pas la propriété (B).
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Dans cet article, on imposera en plus que la suite ([Li : Q])i est majorée. On
étudiera donc le problème suivant.

Problème 1.9. Soit (Kn)n une suite de corps de nombres telle que la suite ([Kn :
Q])n est majorée. Est-il vrai que le compositum de tous les Kab

n a la propriété (B) ?

Pour un corps de nombres K, on note H(K) le corps de Hilbert de K. Galateau
a considéré un cas particulier de cette question. Il a montré que :

Théorème 1.10 (Galateau, §5, [17]). Soit (Kn/Q)n une suite d’extensions finies
galoisiennes. Si :

i) la suite ([Kn : Q])n est majorée ;
ii) il existe un premier p inerte dans tous les Kn ;
iii) les discriminants des Kn sont deux à deux premiers entre eux ;

alors le compositum L de tous les H(Kn) satisfait la propriété (B).

La condition iii) est assez restrictive. Par un théorème de Dirichlet (cf [16, Chap-
ter III, theorem 22]), cela implique que tout premier q ∈ Q doit être ramifié dans
au plus un des Kn. Galateau a conjecturé qu’à l’aide d’une étude locale, on pouvait
se passer de cette condition.

Soit K un corps de nombres ou une extension finie de Qp. Notons OK son anneau
des entiers.

Notre résultat principal consiste à supprimer la condition iii) du théorème 1.10
et à affaiblir la condition ii) en supposant seulement qu’il existe un unique idéal
premier de OKn

au-dessus de p. En particulier, on autorise p à être ramifié dans
Kn.

Théorème 1.11. Soit (Kn/Q)n une suite d’extensions finies telle que la suite
([Kn : Q])n est majorée. Supposons qu’il existe un premier p ∈ Q tel que pour tout
n, il existe un unique idéal premier pn de OKn

au-dessus de p. Alors le compositum
L de tous les H(Kn) satisfait la propriété (B).

Par définition, H(Kn) est l’extension abélienne maximale de Kn non-ramifiée.
Cependant, dans la preuve du théorème 1.11, on utilisera uniquement le fait que
pour tout n, pn ne se ramifie pas dans H(Kn). Cela nous a donc amené à généraliser
le théorème 1.11 en remplaçant le corps de Hilbert par les corps de rayons :

Théorème 1.12. Soient p ∈ Q un nombre premier, K un corps de nombres et p

un idéal premier de OK au-dessus de p. Soit (Kn/K)n∈N une suite d’extensions
finies telle que la suite ([Kn : K])n est majorée et telle que pour tout n, il existe
un unique idéal premier pn de OKn

au-dessus de p. Fixons M ≥ 1 un entier. Pour
n ∈ N, notons

Ωn = {idéaux m ⊂ OKn
| ∃m ≤ M, p ∤ m, et m au-dessus de m}.

Pour m ∈ Ωn, notons Kn,m le corps de rayon de Kn associé à m. Alors le compo-
situm L de tous les Kn,m a la propriété (B).

Une fois cet article prépublié, Pottmeyer m’a signalé qu’il avait récemment mon-
tré (cf [22, Theorem 2.3]) un cas particulier du théorème 1.11 en prenant pour Kn

le corps Q(
√−qn) avec qn ∈ Q un premier tel qu’il existe un premier p inerte dans

tous les Kn (cf aussi l’exemple 3.4).
Sa méthode peut probablement se généraliser au cas des extensions Kn/Q de

degrés quelconques, mais toujours sous les hypothèses que la suite ([Kn : Q])n est
majorée, que Kn/Q est galoisienne et qu’il existe un premier p inerte dans tous les
Kn.
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2. Rappels et notations.

2.1. Hauteur de Weil. Soient K un corps de nombres, x ∈ K et p un idéal
premier de OK au-dessus d’un premier p ∈ Q. Notons vp(x) la valuation de x
en p (i.e. l’exposant de p dans la décomposition en idéaux premiers de xOK) et
|x|p = p−vp(x)/vp(p). L’ensemble des places finies de K est noté M0(K) et celui
des places infinies M∞(K). Notons également M(K) = M0(K) ∪M∞(K). Pour
tout ν ∈ M0(K), on confond ν et son idéal premier associé. De même, pour tout
ν ∈ M∞(K), on confond ν et ses plongements associés.

Soit ν une place de K. On note Kν le complété de K en ν. Si ν ∈ M0(K), on
note dν le degré local [Kν : Qp] où p est le premier au-dessous de ν. De la même
façon, si ν ∈ M∞(K), on note dν = [Kν : R].

Avec ces différentes notations, on a :

Proposition 2.1 (Formule du produit, Proposition 1.4.4, [6]). Pour tout x ∈ K∗,
∑

ν∈M(K)

dν log |x|ν = 0.

Définissons maintenant la hauteur logarithmique et absolue de Weil.

Définition 2.2. Soient x ∈ Q
∗

et K un corps de nombres le contenant. On définit
la hauteur logarithmique et absolue de Weil, notée h(x), par :

h(x) =
1

[K : Q]

∑

ν∈M(K)

dν logmax{1, |x|ν}.

Remarque 2.3. Cette hauteur est appelée absolue car elle ne dépend pas du corps
contenant x (cf [6, §1.5]).

Pour simplifier, on désigne par le mot "hauteur" la hauteur logarithmique et
absolue de Weil. Cette hauteur possède d’autres propriétés importantes comme
celles ci-dessous (cf [6, Proposition 1.5.17, Lemma 1.5.18]) :

Proposition 2.4. Soient x ∈ Q et λ ∈ Z. Alors h(xλ) = |λ|h(x) et, pour tout
σ ∈ Gal(Q/Q), on a h(σ(x)) = h(x).

La hauteur est aussi utilisée pour prouver la finitude d’un ensemble de points
algébriques via le théorème fondamental ci-dessous :

Théorème 2.5 (Northcott, §1.6, [6]). Fixons B,D > 0. Alors l’ensemble

{α ∈ Q
∗| h(α) ≤ B et [Q(α) : Q] ≤ D}

est fini.

Soit α ∈ Q
∗

tel que h(α) = 0. Alors, pour tout entier k ≥ 1,

h(αk) = k h(α) = 0.

Par le théorème 2.5, la suite (αk)k≥1 ne possède alors qu’un nombre fini de termes
distincts. Ainsi, α ∈ µ∞. La réciproque étant triviale, on en déduit que :

Proposition 2.6. Soit α ∈ Q
∗
. Alors, h(α) = 0 si et seulement si α ∈ µ∞.
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2.2. Corps de rayons. Dans toute cette sous-section, K désigne un corps de
nombres. Nous allons rappeler quelques propriétés utiles sur les corps de classes
de rayons.

Définition 2.7. Un K- module est un produit formel m = mf∞ où ∞ désigne le
produit formel de tous les plongements réels de K et mf (appelée la partie finie) est
un idéal non-nul de OK .

À partir de maintenant, m = mf∞ désigne un K-module et on confondra souvent
m et mf . De ce module, on peut construire deux groupes importants. Le premier, est
le groupe abélien Jm(K) composé de tous les idéaux fractionnaires de K premiers
à mf et le second, noté Pm(K), est le sous-groupe des idéaux principaux de Jm(K)
engendrés par a/b où

i) a, b ∈ OK\{0} et pgcd((a), (b)) = 1,
ii) a ≡ b mod m,
iii) σ

(

a
b

)

> 0 pour tout plongement réel σ de K.

Un groupe H est appelé groupe idéal de module m si Pm(K) ⊂ H ⊂ Jm(K).
Notons Clm(K,H) le groupe quotient Jm(K)/H . Alors :

Théorème 2.8. ([21, chapter 6, Proposition 1.8]) Pour tout groupe idéal H de
module m, Clm(K,H) est fini.

En particulier, le théorème 2.8 appliqué à mf = (1) et à H = P(1)(K) montre
que le groupe des classes classique est fini.

Soient K un corps de nombres, L/K une extension finie et m un K-module.
Notons

Nm(L/K) = {a ⊂ K|a = NL/K(A), A un idéal fractionnaire de L, pgcd(a,mf ) = 1}
et

Hm(L/K) = Pm(K)Nm(L/K).

Si L/K est galoisienne alors, par un théorème de Weber (cf [15]),

(1) [Jm(K) : Hm(L/K)] ≤ [L : K].

On dit que L est un corps de classes (au sens de Takagi) sur K s’il existe un
K-module m tel que (1) soit une égalité. Un tel K-module est appelé un module
admissible pour L/K. On dit également qu’un groupe idéal H (associé au K-module
m) admet un corps de classes L si H = Hm(L/K) et si (1) est une égalité.

Théorème 2.9 (Takagi). Soit H un groupe idéal d’un K-module m. Alors :

i) (Existence) H admet un corps de classes L.
ii) (Isomorphisme) si H admet un corps de classes L, alors Gal(L/K) ≃ Clm(K,H).
iii) (Complétude) toute extension abélienne de K est un corps de classes sur K.
iv) (Comparaison) si H1 (resp. H2) est un groupe idéal associé au K-module m et

admet un corps de classes L1 (resp. L2), alors

L1 ⊂ L2 ⇔ H2 ⊂ H1.

v) (Décomposition) si H admet un corps de classes L, alors tout premier p de
OK ne divisant pas m est non ramifié dans L et son degré résiduel fp(L|K) est
égal à l’ordre de p dans Jm(K)/H.

Soient m un K- module et H un groupe idéal de module m. Le i) et le iv) du
théorème 2.9 prouvent respectivement l’existence et l’unicité du corps de classes
pour H . Si H = Pm(K), le corps de classes pour H est appelé corps de rayon et est
noté Km.

Soit L/K une extension abélienne finie. Alors, par le iii) du théorème 2.9, on
peut trouver un K-module m1 et un groupe idéal H1 de module m1 tels que L est
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un corps de classes pour H1. Or, Pm1
(K) ⊂ H1 et donc L ⊂ Km1

d’après le iv) du
théorème 2.9. Ainsi, les corps de rayons jouent le rôle des extensions cyclotomiques
dans le sens où toute extension abélienne finie de K est contenue dans un corps de
rayon de K.

Le cas m = (1) fournit des résultats déjà connus sur les corps de Hilbert. Dans
ce cas, le corps de rayon est le corps de Hilbert du corps K.

2.3. Majoration du degré d’inertie. On s’intéresse maintenant à la majoration
du degré d’inertie dans un compositum de corps. Jusqu’à la fin de cette sous-section,
fixons un premier rationnel p et un corps local F/Qp. Rappelons d’abord un résultat
de Krasner qui donne le nombre d’extensions et d’extensions totalement ramifiées
de F de degré fixé.

Théorème 2.10 (Krasner, Théorème 2, [19]). Notons NF,d le nombre d’extensions
K/F de degré d = hpm avec (h, p) = 1 et D = d[F : Qp]. Alors

NF,d =





∑

l|h
l





(

m
∑

s=0

pm+s+1 − p2s

p− 1
(pǫ(s)D − pǫ(s−1)D)

)

,

où ǫ(s) = p−1 + p−2 + ...+ p−s si s > 0, ǫ(0) = 0 et pǫ(s−1)D = 0 si s = 0.

De plus, si N (r)
F,d désigne le nombre d’extensions totalement ramifiées K/F de

degré d, alors

N (r)
F,d = d

m
∑

s=0

ps(pǫ(s)D − pǫ(s−1)D).

Le théorème de Krasner donne en particulier une majoration de l’indice de ra-
mification et du degré d’inertie du compositum d’une famille d’extensions de F .

Corollaire 2.11. Soit (Ki/F )i∈N une famille d’extensions finies telle que la suite
([Ki : F ])i est majorée. Notons Γ = {[Ki : F ], i ∈ N} et K le compositum des Ki.
Alors

e(K|F ), f(K|F ) ≤ e(K|F )f(K|F ) = [K : F ] ≤
∏

d∈Γ

dNF,d .

Nous nous proposons de donner une majoration plus fine qui sera prouvée dans
l’appendice. Par le théorème 2.10, la famille (Ki/F )i∈N qui intervient dans le corol-
laire 2.11 est une famille finie ; on la note maintenant {K1/F, . . . ,Kn/F}. Quitte
à permuter les corps K1, . . . ,Kn, on suppose que K1/F, ...,Km/F sont non sau-
vagement ramifiés et que Km+1/F, ...,Kn/F sont sauvagement ramifiés. Notons
ei = e(Ki|F ) et fi = f(Ki|F ). Pour tout r ∈ {1, . . . , n}, posons

(2) Λr = {e1, . . . , er}.
Soit e ∈ Λn. Notons N (e) le nombre d’extensions Ki/F d’indice de ramification e.
Enfin, pour tout premier q, on note

(3) ar(q) :=

(

∑

e∈Λr

vq(e)

)

−max
e∈Λr

(vq(e)).

Théorème 2.12. Si m = n, alors e(K1 . . .Kn|F ) = ppcm(e1, . . . , en). Si m < n,
alors

e(K1 . . .Kn|F ) ≤ ppcm(e1, . . . , em+1)e
N (em+1)−1
m+1

∏

e∈Λn\Λm+1

eN (e).

On a également

f(K1...Kn|F ) ≤ ppcm(f1, ..., fn)E
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où

(4) E =
∏

e∈Λn

eN (e)−1
∏

q∈P
qan(q)

si m ≥ n− 2 et

(5) E =
∏

e∈Λm+2

e−1
∏

q∈P
qam+2(q)

∏

e∈Λn

eN (e)

si m < n− 2.

La valeur de e(K1 . . .Kn|F ) dans le cas où m = n dans le théorème ci-dessus
découle immédiatement du lemme d’Abhyankar ci-dessous :

Théorème 2.13 (Lemme d’Abhyankar, Theorem 3, [10]). Soit F/Qp une extension
finie. Soient L1/F et L2/F deux extensions finies telles que p ∤ e(L1|F ) ou p ∤
e(L2|F ). Alors

e(L1L2|F ) = ppcm(e(L1|F ), e(L2|F )).

Il n’est pas toujours aisé de savoir si deux extensions de F sont égales. Le nombre
N (e) n’est donc pas toujours facile à calculer. Si l’on veut une majoration plus
explicite du degré résiduel f(K1 . . .Kn|F ), on peut majorer N (e) comme suit :
soient e ∈ Λn et f ∈ N∗ et cherchons le nombre d’extensions L/F telles que

{

e(L|F ) = e

f(L|F ) = f
.

Notons F{f} l’unique extension non ramifiée de F de degré f (cf [16, Chapter
III, Theorem 25]). Alors, le nombre d’extensions de F de degré ef et d’indice de
ramification e est égal au nombre d’extensions totalement ramifiées de F{f} de

degré e, i.e. à N (r)
F{f},e qui se calcule à l’aide du théorème 2.10. On en déduit donc

que

(6) N (e) ≤
∑

f∈Λ(e)

N (r)
F{f},e,

où Λ(e) = {f ∈ N∗| ∃i ∈ {1, . . . , n}, e = ei et f = fi}.

Remarque 2.14. Pour d’autres résultats concernant l’indice de ramification dans
un compositum d’extensions sauvages bien particulières, le lecteur intéressé pourra
voir [8] ou [13].

3. Preuve du théorème 1.12 et exemples.

Dans cette section, nous allons démontrer le théorème 1.12 et on en donnera
quelques applications. La démonstration repose sur une méthode désormais clas-
sique et qui sera utilisée dans le lemme ci-dessous.

3.1. Preuve du théorème 1.12 et minoration explicite de la hauteur.

Soient K un corps de nombres, L/K une extension algébrique et p un idéal premier
de OK au-dessus d’un premier rationnel p.

Définition 3.1. Pour e ∈ N∗, on définit les réels λ(e, p) et β(e, p) de la façon
suivante. Soit k l’unique entier tel que

pk−1(p− 1) ≤ e < pk(p− 1),

et notons, pour λ ∈ N, βλ(e, p) = pmin{λ,k}/e+max{0, λ−k}. Alors on note λ(e, p)
le plus petit entier positif tel que

βλ(e,p)(e, p) [Kp : Qp] log p > [K : Q] log 2,
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et on note β(e, p) := βλ(e,p)(e, p).

Lemme 3.2. Soit ν | p une place finie de OL. Supposons que les familles de réels
(fν(L|Q))ν|p et (eν(L|Q))ν|p soient majorées respectivement par f et e. Alors L a
la propriété (B). De plus, pour tout x ∈ L\µ∞,

h(x) ≥ 1

pf+λ + pλ

(

β[Kp : Qp]

[K : Q]
log p− log 2

)

> 0

où λ = λ(e, p) et β = β(e, p).

Démonstration. Soit M ⊂ L un corps de nombres contenant K. Soit w une place de
OM au-dessus de p. Notons fw = fw(M |Q) et ew = ew(M |Q). Comme OM/wOM ≃
OMw

/wOMw
et ew ≤ e, on déduit du petit théorème de Fermat que

|xpfw − x|w ≤ p−1/e

pour tout x ∈ OMw
. D’après [1, Lemma 2.1] 1 avec ρ = 1/e, on a

|xpfw+λ − xpλ |w ≤ p−β.

Pour avoir une majoration sur tout M , on utilise un argument d’Habegger (cf [18,
Lemma 4.2]). Soit x ∈ Mw tel que x ∈ OMw

. Alors

|xpfw+λ − xpλ |w ≤ p−β.

Soit x ∈ Mw tel que x /∈ OMw
. Alors x−1 ∈ OMw

car OMw
est un anneau de

valuation. Ainsi, |x−pfw+λ − x−pλ |w ≤ p−β ou encore

|xpfw+λ − xpλ |w ≤ p−β|x|pfw+λ+pλ

w .

Il s’ensuit donc que pour tout x ∈ Mw, et par conséquent pour tout x ∈ M , que

(7)
|xpfw+λ − xpλ |w ≤ p−β max{1, |x|w}p

fw+λ+pλ

≤ p−β max{1, |x|w}p
f+λ+pλ

car fw ≤ f .
Soit x ∈ M∗\µ∞. Alors xpfw+λ − xpλ 6= 0 et, par la formule du produit, on

obtient

0 =
∑

w∈M(M)

dw
[M : Q]

log |xpfw+λ − xpλ |w

=
∑

w|p

dw
[M : Q]

log |xpfw+λ − xpλ |w +
∑

w∤p

dw
[M : Q]

log |xpfw+λ − xpλ |w.

En utilisant la majoration (7) et la formule (cf [6, Corollaire 1.3.2])
∑

w|p
dw = [M : K][Kp : Qp]

sur les places divisant p, on obtient que

(8)

0 ≤ −β
[Kp : Qp]

[K : Q]
log p+ (pf+λ + pλ)

∑

w|p

dw
[M : Q]

logmax{1, |x|w}

+
∑

w∤p

dw
[M : Q]

log |xpfw+λ − xpλ |w.

1Une imprécision s’est glissée dans ce lemme. La dernière formule de l’énoncé doit s’écrire

sp,ρ(λ) = pmin{λ,k}ρ+max{0, λ− k}
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En utilisant les inégalités ultramétriques et triangulaires ainsi que la formule

∀ a, b ∈ R+∗, log(a+ b) ≤ logmax{1, a}+ logmax{1, b}+ log 2,

il en résulte que

∑

w∤p

dw
[M : Q]

log |xpfw+λ − xpλ |w ≤
∑

w∤p,
w∈M0(M)

dw
[M : Q]

logmax{|xpfw+λ |w, |xpλ |w}

+
∑

σ∈M∞(M)

dσ
[M : Q]

(

logmax{1, |xpfw+λ |w}+ logmax{1, |xpλ |w}+ log 2
)

.

En injectant cette inégalité dans (8) et en utilisant le fait que fw ≤ f , on en déduit
que

0 ≤ (pf+λ + pλ)h(x) − β
[Kp : Qp]

[K : Q]
log p+ log 2

et donc que

h(x) ≥ 1

pf+λ + pλ

(

β[Kp : Qp]

[K : Q]
log p− log 2

)

> 0

par définition de β.
�

Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre théorème :

Démonstration du théorème 1.12 :
Fixons K un corps de nombres et (Kn/K)n une suite d’extensions finies telle que

la suite (dn)n avec dn = [Kn : K] est majorée. Fixons également un idéal premier
p de OK au-dessus d’un premier rationnel p. Fixons M ≥ 1 un entier. Pour n ∈ N,
notons

Ωn = {idéaux m ⊂ OKn
| ∃m ≤ M, p ∤ m, et m au-dessus de m}.

Pour m ∈ Ωn, notons Kn,m le corps de rayon de Kn associé à m.
On suppose que pour tout n, il existe un unique idéal premier pn de OKn

au-
dessus de p. On se propose de montrer que le compositum L de tous les Kn,m a
la propriété (B). Comme K est un corps de nombres fixé, on déduit du lemme 3.2
qu’il suffit de montrer que les familles de réels (eν(L|K))ν|p et (fν(L|K))ν|p sont
majorées.

Pour cela, fixons ν une place de L au-dessus de p. Pour n ∈ N et m ∈ Ωn, notons
νn,m la place de Kn,m au-dessous de ν. On va montrer que la famille des degrés
locaux [(Kn,m)νn,m

: Kp] est majorée (par un réel indépendant de ν, n et m). Car
alors, les complétés (Kn,m)νn,m

((n,m) ∈ N × Ωn) étant en nombre fini d’après le
théorème 2.10, on aura que Lν est égal au compositum de tous les (Kn,m)νn,m

et le
corollaire 2.11 donnera bien l’existence d’une constante C indépendante de ν, n,m
telle que eν(L|K) ≤ C et fν(L|K) ≤ C.

Comme [(Kn,m)νn,m
: Kp] = eνn,m

(Kn,m|K)fνn,m
(Kn,m|K), il suffit alors de ma-

jorer eνn,m
(Kn,m|K) et fνn,m

(Kn,m|K) par un réel indépendant de ν, n,m.

Commençons par eνn,m
(Kn,m|Kn). Par hypothèse, m et p sont premiers entre

eux. Comme pn | p, on en déduit que pn ∤ m. Ainsi, d’après le v) du théorème 2.9,

(9) eνn,m
(Kn,m|Kn) = 1.

Intéressons nous maintenant au degré d’inertie fνn,m
(Kn,m|Kn). D’après le v) du

théorème 2.9, fνn,m
(Kn,m|Kn) est le plus petit entier h tel que phn ∈ Pm(Kn), i.e.

tel que

i) phn est principal. Notons γ ∈ OKn
un générateur de phn.
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ii) γ ≡ 1 mod m,
iii) pour tout plongement réel σ : Kn →֒ R, on a σ(γ) > 0.

Notons

(10) N = ppcm(j | j = 1, . . . ,M , pgcd(j, p) = 1).

Notons également fp(K) l’ordre de p dans Cl(K) (le groupe des classes de K) et
(α) l’idéal pfp(K).

Si N 6= 1, alors comme p est au-dessus de p et que p ∤ N , on a

α ∈ (OK/NOK)
×
.

Ainsi, pour tout N , il existe un plus petit entier strictement positif g tel que αg ≡ 1
mod NOK (on a g = 1 si N = 1).

Par hypothèse, il existe un unique idéal pn de OKn
au-dessus de p. Par consé-

quent, pOKn
= p

epn(Kn|K)
n . Ainsi, phn

n avec

(11) hn := 2fp(K)epn
(Kn|K)g

vérifie les conditions i), ii) et iii) ci-dessus. En effet, un rapide calcul montre que
phn
n = (α2g). Ainsi, i) est vérifié. Comme αg ≡ 1 mod NOK et que m | NOKn

,
il s’ensuit que α2g ≡ 1 mod m, ce qui montre ii). Enfin, iii) est vérifié car si
σ : Kn →֒ R, alors σ(α2g) = (σ(α))2g > 0. Ainsi, phn

n ∈ Pm(Kn).
On a donc montré l’inégalité fνn,m

(Kn,m|Kn) ≤ hn. Par ailleurs, la suite (dn)n
est majorée par hypothèse. Par conséquent, la suite (epn

(Kn|K))n est majorée.
De (11), il devient alors clair que la suite (hn)n est majorée. On a ainsi majoré
fνn,m

(Kn,m|Kn) par une constante ne dépendant pas de ν, n et m. Ceci prouve le
théorème. �

Remarquons que si M = 1, alors Kn,m correspond au corps de Hilbert de Kn.
Ainsi, le cas M = 1 et K = Q de ce théorème correspond au théorème 1.11.

Remarque 3.3. En utilisant le théorème 2.12 à la place du corollaire 2.11, il est
possible de donner une majoration explicite plus précise des familles (eν(L|Q))ν|p et
(fν(L|Q))ν|p. Puis, en utilisant le lemme 3.2, on en déduit une minoration explicite
de la hauteur.

On reprend les notations du théorème 1.12. Pour n ∈ N, posons en = epn
(Kn|K).

Soit ν ∈ M(L) au-dessus de p. De (9), on a en = eνn,m
(Kn,m|K) pour tout m ∈ Ωn.

Notons Λ l’ensemble des entiers en divisibles par p. Si Λ = ∅, alors d’après le
théorème 2.12, un majorant de eν(L|Q) est

(12) e := ep(K|Q)ppcmn∈N(en)

(car nous n’avons pas d’extensions sauvagement ramifiées et donc m = n). Remar-
quons que dans ce cas, e ne dépend pas de ν.

Supposons maintenant que Λ 6= ∅. Soit ẽ ∈ Λ. Alors d’après le théorème 2.12,
un majorant de eν(L|K) est

(13) e := ep(K|Q) ppcm
m∈N, p∤em

(em, ẽ) ẽN (ẽ)−1
∏

e′∈Λ
e′ 6=ẽ

e′
N (e′)

où N (e′) désigne le nombre d’extensions {(Kn,m)νn,m
/Kp| n ∈ N,m ∈ Ωn} dont

l’indice de ramification est précisément e′. Comme eνn,m
(Kn,m|Kn) = 1 (cf (9)),

cela implique que N (e′) est aussi le nombre d’extensions {Kn/K, n ∈ N} dont
l’indice de ramification est précisément e′. Ainsi, N (e′), et donc e, ne dépend pas
de ν.

Calculons maintenant un majorant de la famille (fν(L|K))ν|p. Notons, comme

dans la preuve du théorème 1.12, α un générateur de pfp(K). Notons gm le plus
petit entier strictement positif tel que αgm ≡ 1 mod m. Définissons également ǫm
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comme suit : εm vaut 1 si σ(αgm ) > 0 pour tout plongement réel σ : Kn →֒ R et 2
sinon. Par un calcul similaire à celui effectué dans la preuve du théorème 1.12, on
en déduit que

fνn,m
(Kn,m|Kn) | εm fp(K) engm.

Comme dn = enfpn
(Kn|K), le théorème 2.12 montre qu’un majorant de fν(L|Q)

est

(14) f := fp(K|Q)fp(K) ppcm
n∈N,m∈Ωn

(εm gmdn)E

pour un certain E explicitement calculable (cf (4) et (5)) ne dépendant pas de ν.
En reprenant les notations de la définition 3.1, on déduit du lemme 3.2 que pour

tout x ∈ L∗\µ∞,

h(x) ≥ 1

pf+λ + pλ

(

β[Kp : Qp]

[K : Q]
log p− log 2

)

> 0

où λ = λ(e, p) et β = β(e, p).

Remarquons que la minoration de la hauteur ci-dessus reste strictement positive
si, à la place de e, on prend un majorant quelconque de la famille (eν(L|Q))ν|p.

3.2. Exemples. Dans cette sous-section, on donne quatre exemples de corps ayant
la propriété (B) ainsi qu’une minoration explicite de la hauteur. Les deux premiers
sont des généralisations d’exemples déjà illustrés dans [17].

Dans ces quatre exemples, on se place dans le cas particulier où M = 1 et
K = Q. Par conséquent, fp(K) = 1. Il s’ensuit donc que (α) = p = pZ. On peut
ainsi supposer que α = p. Comme M = 1, il s’ensuit que Ωn = {OKn

} et donc que
m = (1). Ainsi, Kn,m = H(Kn). De plus, par définition de gm et de ǫm, il s’ensuit que
gm = ǫm = 1. De (14), il en résulte, dans cette situation, que f = ppcmn∈N(dn)E
où dn = [Kn : Q] et où E est défini comme dans (4) ou (5).

Pour un corps de nombres K, notons ∆K son discriminant.

Exemple 3.4. Fixons un premier p > 3. Pour un entier D non nul et sans facteur
carré, notons KD = Q(

√
D). Notons également

D = {D ∈ Z\{0} | pOKD
est premier ou totalement ramifié}

et L le compositum des H(KD) avec D ∈ D. On souhaite minorer la hauteur des
éléments de L∗\µ∞.

Le théorème 2.10 montre qu’il y a deux extensions quadratiques de Qp totalement
ramifiées (que l’on note K1 et K2) et une seule non ramifiée (que l’on note K3). Il
s’ensuit donc que a3(q) = 0 (cf (3)) pour tout premier q. Comme aucune extension
n’est sauvagement ramifiée, on en déduit alors que E = 2 (cf (4)) et que e = 2.
On a également dn = 2 pour tout n. Par conséquent, f = 4. Avec les notations de
la définition 3.1, on obtient λ(e, p) = 0 car p ≥ 5 et β(e, p) = 1/2. La minoration
de la hauteur que l’on a obtenue dans la remarque 3.3 montre donc que pour tout
x ∈ L∗\µ∞,

h(x) ≥ log(p/4)

2(p4 + 1)
.

Dans [17, § 5], l’auteur obtenait la minoration (log(p/2))/(p2+1). Cependant, il
montra que cette minoration est valable non pas pour L, mais pour le compositum
des H(KD) avec D ∈ D0 où

D0 = {D ∈ N∗ | D est premier, pOK−D
est premier et D ≡ 3 mod 4}.

Il doit supposer en plus que D ≡ 3 mod 4 afin que ∆Q(
√
−D) = −D et que D = p

est premier afin que les ∆Q(
√−p) soient deux à deux premiers entre eux.
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La différence entre nos deux minorations provient du fait que dans notre situa-
tion, p se ramifie. Si p ne se ramifie pas (comme c’est le cas si on considère l’ensemble
des entiers D non nuls et sans facteur carré tels que pOKD

est premier), on a e = 1,
E = 1 et β(e, p) = 1. On obtient ainsi (log(p/2))/(p2+1) comme minoration au lieu
de (log(p/4))/(2(p4+1)). Cette minoration a également été obtenue par Pottmeyer
dans [22, Theorem 2.3].

Exemple 3.5. Dans [24], l’auteur étudie le corps de décomposition (« simplest
cubic field ») Km du polynôme

Pm(X) = X3 −mX2 − (m+ 3)X − 1

avec m ∈ N. Pour tout m, l’extension Km/Q est galoisienne de degré 3. Ainsi,
Km = Q(xm) où xm est une racine de Pm. On a également que le discriminant
disc(Pm) du polynôme Pm vaut (m2 + 3m+ 9)2.

Montrons que 2 est inerte dans tous les Km. Il est clair que Pm, vu comme un
polynôme de F2[X ], est irréductible (c’est un polynôme de degré 3 ne possédant
pas de racine dans F2). Par conséquent, Pm est irréductible dans Z2[X ]. Comme
Km = Q(xm), on déduit d’un lemme de Kummer (cf [9, Chapter 2, section 10]) qu’il
n’y a qu’un seul idéal premier au-dessus de 2. Comme 2 ne se ramifie pas dans Km

(car disc(Pm) est impair et que l’on a disc(Pm) = [OKm : Z[xm]]
2∆Km), il s’ensuit

que 2 est bien inerte dans Km.
D’après le théorème 1.12, le compositum L de tous les H(Km) a la propriété

(B). Nous pouvons être plus explicite. Ici, on est dans le cas où p = 2. Comme
il n’y a pas de ramification, on a e = 1 d’après (12) et E = 1 d’après (4). On a
également dn = 3 pour tout n. Par conséquent, f = 3. Enfin, avec les notations de
la définition 3.1, on a λ(e, p) = 1 et donc β(e, p) = 2. La minoration de la hauteur
que l’on a obtenue montre donc que pour tout x ∈ L∗\µ∞,

h(x) ≥ log 2

18
.

À cause des restrictions nécessaires pour appliquer son théorème, Galateau s’inté-
resse aux corps Km dont l’anneau des entiers est Z[xm], ce qui permet d’en déduire
la relation disc(Pm) = ∆Km et donc que ∆Km

= (m2+3m+9)2. Il a ensuite montré
qu’il existe un ensemble infini N tel que l’anneau des entiers de Km, pour m ∈ N ,
est Z[xm] et tel que les (∆Km

)m∈N sont deux à deux premiers entre eux. Il peut
ainsi appliquer son théorème et obtenir que le compositum L0 des H(Km) avec
m ∈ N a la propriété (B). Pour ce corps, il obtient la même minoration que la
nôtre.

Notre théorème permet d’obtenir d’autres exemples. Nous allons en voir deux.
Le premier ne contient que des extensions non sauvagement ramifiées tandis que le
second en contiendra.

Le lecteur pourra remarquer que la minoration de la hauteur dans l’exemple 3.6
est de bien meilleure qualité que dans l’exemple 3.7.

Exemple 3.6. Plaçons nous dans le cas où p = 3. Soit S l’ensemble des corps de
degrés 2, 4 ou 5 tel que pour tout K ∈ S, il existe un unique idéal premier pK de
OK au-dessus de 3. Notons L le compositum de tous les H(K) pour K ∈ S.

Comme la suite ([KpK
: Q3])K∈S est majorée par 5, le théorème 2.10 montre que

l’ensemble {KpK
,K ∈ S} est fini. Notons K1, . . . ,Kn les localisés KpK

avec K ∈ S.
Soit ν une place de OL au-dessus de 3 (ν est donc au-dessus de chacun des pK

par unicité de l’idéal premier au-dessus de 3). Comme Kj/Q3 est non sauvagement
ramifié pour tout j ≤ n, il découle de (12) que

e = ppcm(1, 2, 4, 5) = 20.
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Comme 2 33−1 ≤ 20 < 2 33, on en déduit, avec les notations de la définition 3.1,
que λ(e, p) = 3 et donc que β(e, p) = 1, 35.

Enfin, f(Kj|Q3)e(Kj |Q3) ≤ 5. On obtient donc que










f(Kj|Q3) = 1 si e(Kj|Q3) ≥ 3

f(Kj|Q3) ∈ {1, 2} si e(Kj|Q3) = 2

f(Kj|Q3) ≤ 5 si e(Kj|Q3) = 1

.

On déduit alors de (6) et du théorème 2.10 que N (2) ≤ 2 + 2 = 4; N (4) ≤ 4 et
N (5) ≤ 5. Enfin, an(2) = 1 et an(q) = 0 pour les premiers impairs (cf (3)). On en
déduit que

f ≤ ppcm(2, 4, 5) 23 43 54 2 = 20 23 43 54 2 = 1.28 107.

Ainsi, pour tout x ∈ L∗\µ∞, on a

h(x) ≥ 0.78

3f+3 + 33
≥ e−1.41 107 .

Exemple 3.7. Plaçons nous de nouveau dans le cas où p = 3. Soit S l’ensemble
des corps de degré ≤ 5 tel que pour tout K ∈ S, il existe un unique idéal premier
pK de OK au-dessus de 3. Notons L le compositum de tous les H(K) pour K ∈ S.

Comme la suite ([KpK
: Q3])K∈S est majorée par 5, le théorème 2.10 montre que

l’ensemble {KpK
,K ∈ S} est fini. Notons K1, . . . ,Kn les localisés KpK

avec K ∈ S.
Notons m le nombre d’extensions Kj/Q3 non sauvagement ramifiées. Quitte à

renuméroter, on peut supposer que ces m extensions sont K1/Q3, . . . ,Km/Q3. Les
extensions sauvagement ramifiées ont un indice de ramification égal à 3. Ainsi, (cf
(2) pour la définition de Λr)

Λm+1 = Λm+2 = Λn = {1, . . . , 5}.
Comme f(Lj |Q3)e(Lj |Q3) ≤ 5, on en déduit que











f(Kj|Q3) = 1 si e(Kj|Q3) ≥ 3

f(Kj|Q3) ∈ {1, 2} si e(Kj|Q3) = 2

f(Kj|Q3) ≤ 5 si e(Kj|Q3) = 1

.

Par conséquent, le (6) et le théorème 2.10 montrent que N (2) ≤ 2+2 = 4, N (3) ≤
21, N (4) ≤ 4 et N (5) ≤ 5. Enfin, am+2(2) = 1 et am+2(q) = 0 pour les premiers
impairs q. Par conséquent,

f ≤ ppcm(1, 2, . . . , 5)
1

5!
2 24 321 44 55.

De plus, d’après (13), ppcm(1, 2, . . . , 5) 3N (3)−1 est un majorant de la famille
(eν(L|Q))ν|3. Il s’ensuit donc que e1 = 60 320 est un majorant de la famille
(eν(L|Q))ν|3.

Avec les notations de la définition 3.1, on a λ(e1, p) = 24. Ainsi, β(e1, p) = 1, 35
et donc, pour tout x ∈ L∗\µ∞, on a

h(x) ≥ 0.78

3f+24 + 324
≥ e−3.6 1018 .

4. Un problème de densité.

Fixons un premier q. Pour un corps K, on notera ∆K son discriminant. Dans
[17], Galateau s’est intéressé à la densité de corps quadratiques tels que q est inerte
dans chacun de ces corps et tels que leurs discriminants sont deux à deux premiers
entre eux, conditions nécessaires dans sa preuve. Comme un corps quadratique est
de la forme Q(

√
D) pour un certain entier D non nul sans facteur carré, cela revient
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à déterminer la densité naturelle d’ensembles d’entiers sans facteur carré D vérifiant
les conditions de l’hypothèse ci-dessous, pour q un premier fixé :

Hypothèse 4.1.

i) q est inerte dans Q(
√
D) ;

ii) les ∆Q(
√
D) sont deux à deux premiers entre eux.

Cette densité valant 0 puisque les D doivent être deux à deux premiers entre
eux, l’auteur considère plutôt la densité de Dirichlet des premiers D vérifiant les
conditions de l’hypothèse 4.1.

Notons P l’ensemble des nombres premiers. Soit X un sous-ensemble de P . Si la
limite

lim
s→1+

−1

log(s− 1)

∑

p∈X

1

ps

existe, alors on dira que X admet une densité de Dirichlet, notée D(X), égale à
la valeur de cette limite. Par exemple, si X est fini, alors D(X) = 0 et D(P) = 1
(théorème de Dirichlet).

Galateau a montré :

Proposition 4.2. ([17, Lemma 3.1]) Il existe un ensemble de premiers Pq, de
densité de Dirichlet égale à 1

4 , tel que les entiers D := −p avec p ∈ Pq vérifient les
conditions de l’hypothèse 4.1.

Dans notre situation, nous n’avons plus la condition ii) de l’hypothèse 4.1 qui
était nécessaire dans [17]. Cela nous permet de considérer la densité naturelle dont
on rappelle ci-dessous la définition en toute généralité.

Le but de cette section est de montrer que dans certains cas, cette densité peut
être strictement positive. Même si cela semble naturel, cela repose sur des résultats
profonds.

Pour d ∈ N∗ et n ∈ N∗, notons Nn(d) le nombre de corps de degré n sur Q et de
discriminants bornés, en valeur absolue, par d.

Définition 4.3. Soit En un ensemble de corps de degré n fixé. On note En(d)
l’ensemble des corps de En de discriminants bornés, en valeur absolue, par d. On

dira que En a une densité naturelle si #En(d)
Nn(d)

a une limite quand d tend vers +∞
et on la notera, si elle existe, d(En).

Notons I(p, n) (resp. R(p, n)) l’ensemble de tous les corps de degré n dans les-
quels p est inerte (resp. totalement ramifié).

Supposons maintenant p > 2. L’existence (et donc le calcul) de d(R(p, n)) et
de d(I(p, n)) est un problème non-trivial sauf pour le cas n = 2 qui a été traité
par Gauss. Pour le cas n = 3, la preuve repose sur une propriété propre aux corps
cubiques (cf [11]). Les cas n = 4 et n = 5 ont été traités par Bhargava et reposent
sur des résultats très profonds (cf [4] et [5]). Pour la commodité du lecteur, nous
rappelons ces résultats.

Théorème 4.4 (Gauss). Pour n = 2, on a

d(R(p, 2)) =
1

p+ 1

et
d(I(p, 2)) = p

2(p+ 1)
.

Théorème 4.5 (Davenport-Heilbronn). Pour n = 3, on a

d(R(p, 3)) =
1

p2 + 1
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et

d(I(p, 3)) = p(p− 1)

3(p2 + 1)
.

Théorème 4.6 (Bhargava). Pour n = 4,

d(I(p, 4)) = 1

4

(

1− (p+ 1)2

p3 + p2 + 2p+ 1

)

.

Pour n = 5,

d(I(p, 5)) = 1

5

(

1− (p+ 1)(p2 + p+ 1)

p4 + p3 + 2p2 + 2p+ 1

)

.

Ces différents théorèmes montrent que la densité de corps Km de degré n ≤ 5
fixé sur Q tel qu’il existe un unique idéal premier pm de OKm

au-dessus de p est
strictement positive. Cela montre que notre théorème principal permet de considérer
beaucoup plus de corps que le théorème 1.10.

De ces résultats, nous pouvons conjecturer que :

Conjecture 4.7. Pour tout n, pour tout p, I(p, n) a une densité naturelle et

lim
p→+∞

d(I(p, n)) = 1

n
.

Il n’existe pas de résultats connus pour n ≥ 6. Del Corso et Dvornicich ont étudié
dans [12] un autre type de densité.

Notons Φn(N) ⊂ Z[X ] l’ensemble des polynômes irréductibles de degré n fixé
dont les coefficients sont majorés en valeur absolue par N > 0. Soit Φn ⊂ Z[X ] un
ensemble de polynômes irréductibles de degré n. Si la limite

lim
N→+∞

| Φn ∩ Φn(N) |
| Φn(N) |

existe, on dit que Φn admet une densité naturelle, notée D(Φn), égale à la valeur
de cette limite.

Soient e, f ∈ N∗. Notons A(p; (e, 1)) (resp. A(p; (1, f))), l’ensemble des poly-
nômes unitaires et irréductibles g de degré e (resp. f) tels que p est totalement
ramifié (resp. inerte) dans Q[X ]/(g(X)). On a alors

Théorème 4.8 ([12], Main Theorem). Il existe deux fonctions rationnelles φe(X),
φf (X) ∈ Q(X) telles que D(A(p, (e, 1)) existe et vaut φe(p) pour tout premier p
premier à e et telles que D(A(p, (1, f)) existe et vaut φf (p) pour tout premier p.

Le lecteur intéressé pourra consulter [12] pour des résultats plus généraux.

5. Appendice.

Dans cet appendice, nous allons montrer le théorème 2.12. Pour une extension
L/K de corps locaux, les deux diagrammes

L

e

f

K

et L

d

K

signifient que e = e(L|K), f = f(L|K) et d = [L : K].
Fixons un nombre premier p et une extension finie F/Qp. Soient n ≥ 2 et

K1/F, . . . ,Kn/F des extensions deux à deux distinctes. Posons ei = e(Ki|F ) et
fi = f(Ki|F ).

Commençons par majorer le degré d’inertie d’un compositum de deux corps.
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Proposition 5.1. On a

f(K1K2|F ) ≤ ppcm(f1, f2) pgcd(e1, e2).

Démonstration. Notons Knr
i l’extension maximale non-ramifiée de F incluse dans

Ki. Par [16, chapitre 3, théorème 25], Ki/K
nr
i est totalement ramifiée de degré

e(Ki|Knr
i ) = ei et donc f(Ki|Knr

i ) = 1. Par conséquent, f(Knr
i |F ) = fi.

Considérons le diagramme suivant :

K1K
nr
2

e1,5

f1,5

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■

e1,4

f1,4

③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③

Knr
1 K2

e2,4

f2,4

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

e2,5

f2,5

✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉

K1

e1

1

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

Knr
1 Knr

2

e2,3

f2,3

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■

e1,3

f1,3

✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉

K2

e2

1

③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③

Knr
1

1

f1,1

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
Knr

2

1

f2,1

✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉

Knr
1 ∩Knr

2

1

f1,0

F

Comme le compositum de deux extensions non ramifiées est non ramifié, on a
e1,3 = e2,3 = 1. Comme l’extension Knr

1 Knr
2 /Knr

i est non ramifiée, on déduit du
théorème 2.13 que K1K

nr
2 /K1 est non ramifié et donc e1,4 = 1. Par conséquent,

e1,5 = e1,5 e1,3 = e1,4 e1 = e1.

De même, e2,4 = 1 et e2,5 = e2.
Calculons maintenant les fi. Cela se fait en utilisant le lemme suivant :

Fait. On a pgcd(f1,1, f2,1) = 1.

Démonstration. Les trois extensions

Knr
1 /Knr

1 ∩Knr
2 , Knr

2 /Knr
1 ∩Knr

2 et Knr
1 Knr

2 /Knr
1 ∩Knr

2

sont non-ramifiées. Ce sont donc des extensions cycliques. Or,

(15) Gal(Knr
1 Knr

2 /Knr
1 ∩Knr

2 ) ≃ Gal(Knr
1 /Knr

1 ∩Knr
2 )×Gal(Knr

2 /Knr
1 ∩Knr

2 ).

On a donc un groupe cyclique qui est isomorphe à un produit cartésien de deux
groupes cycliques. Il en résulte donc que le cardinal de Gal(Knr

1 /Knr
1 ∩Knr

2 ) et de
Gal(Knr

2 /Knr
1 ∩Knr

2 ) sont premiers entre eux. Ceci prouve le fait.
�

Comme f1 = f1,1f1,0 et f2 = f2,1f1,0, on déduit du fait que f1,0 = pgcd(f1, f2)
et ppcm(f1,1, f2,1) = f1,1f2,1. En passant aux cardinaux dans (15), on en déduit
que f1,3f1,1 = f1,1f2,1 et donc que f1,3 = f2,1.
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De l’inégalité [K1K
nr
2 : Knr

1 Knr
2 ] ≤ [K1 : Knr

1 ], il en résulte que

e1 f1,5 = e1,5 f1,5 ≤ e1

et donc f1,5 = 1. Enfin,
f1,4 = f1,3 f1,5 = f2,1.

Par symétrie, on a également f2,4 = f2,3 = f1,1 et f2,5 = 1.
Á l’aide des valeurs calculées, on peut maintenant majorer le degré d’inertie

f(K1K2|Knr
1 Knr

2 ). Considérons le diagramme ci-dessous :

K1K2

D2≤d1

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

D1≤d2

rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr

K1K
nr
2

d1

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲

e1

Knr
1 K2

d2

rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
r

e2

K1K
nr
2 ∩Knr

1 K2

Knr
1 Knr

2

On remarque que [K1K2 : K
nr
1 Knr

2 ] ≤ d2 e1. Il s’ensuit donc que :

f(K1K2|Knr
1 Knr

2 ) ≤ d2 e1
e(K1K2|Knr

1 Knr
2 )

.

Or, ppcm(e1, e2) ≤ e(K1K2|Knr
1 Knr

2 ) et d2 ≤ e2. Ainsi,

f(K1K2|Knr
1 Knr

2 ) ≤ e1 e2
ppcm(e1, e2)

= pgcd(e1, e2).

Donc, f(K1K2|F ) ≤ f1,1f2,1pgcd(e1, e2) et la proposition s’ensuit puisque

pgcd(f1, f2) f1,1 f2,1 = f1,0f1,1f2,1

=
f1f2

pgcd(f1, f2)
= ppcm(f1, f2).

Ceci termine la preuve de la proposition 5.1. �

Pour prouver le théorème 2.12, nous avons également besoin du lemme arithmé-
tique élémentaire suivant.

Lemme 5.2. Soient l ≥ 2 un entier et a1, ..., al ∈ N∗. Alors

(16)
l−1
∏

i=1

pgcd(ppcm(a1, ..., ai), ai+1) = pgcd
j=1,...,l







l
∏

i=1
i6=j

ai






.

Démonstration. Soit q un nombre premier. Afin d’alléger les notations, notons
P (i) = max{vq(a1), . . . , vq(ai)} pour tout entier i. En passant à la valuation vq
dans (16), on en déduit que pour montrer le lemme, il suffit de montrer que

(17)
l−1
∑

i=1

min{P (i), vq(ai+1)} =

l
∑

i=1

vq(ai)− P (l)
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Il est clair que

(18) min{P (i), vq(ai+1)} +max{P (i), vq(ai+1)} = P (i) + vq(ai+1).

Or, max{P (i), vq(ai+1)} = P (i + 1). Ainsi, en sommant chaque terme de l’égalité
(18) pour i allant de 1 à l− 1, il s’ensuit que

l−1
∑

i=1

min{P (i), vq(ai+1)}+
l−1
∑

i=1

(P (i+ 1)− P (i)) =

l−1
∑

i=1

vq(ai+1).

Comme P (1) = vq(a1), un rapide calcul permet d’en déduire (17). Ceci termine la
preuve du lemme.

�

Quitte à permuter les corps K1, . . . ,Kn, on peut supposer que K1/F, ...,Km/F
sont non sauvagement ramifiés et que Km+1/F, ...,Kn/F sont sauvagement ramifiés.

Montrons maintenant la proposition suivante :

Proposition 5.3. On a

f(K1...Kn|F ) ≤ ppcm(f1, f2, ..., fn)E

où

E = pgcd
j=1,...,n







n
∏

i=1
i6=j

ei







si m ≥ n− 2 et

E = pgcd
j=1,...,m+2







m+2
∏

i=1
i6=j

ei







n
∏

i=m+3

ei

si m < n− 2.

Démonstration. Pour tout i, notons Fi := f(K1K2...Ki|F ) et Ei := e(K1K2...Ki|F ).
D’après la proposition 5.1 où l’on prend le compositum K1 . . .Ki−1 pour corps K1

et Ki pour corps K2, on a, pour tout i ≥ 2,

Fi = ppcm(Fi−1, fi)F
′
i

avec
F ′
i ∈ {1, ..., pgcd(Ei−1, ei)}.

Ainsi,

Fn ≤ ppcm(Fn−1, fn)pgcd(En−1, en)

= ppcm(ppcm(Fn−2, fn−1) F
′
n−1, fn)pgcd(En−1, en).

De plus, pour tous entiers n et a, a1, ..., an ∈ N∗,

ppcm(a a1, a2, ..., an) ≤ a ppcm(a1, ..., an).

On en déduit alors que

Fn ≤ F ′
n−1 ppcm(Fn−2, fn−1, fn)pgcd(En−1, en)

≤ ppcm(Fn−2, fn−1, fn)pgcd(En−2, en−1)pgcd(En−1, en)

car F ′
n−1 ≤ pgcd(En−2, en−1). Par récurrence descendante,

Fn ≤ ppcm(f1, ..., fn)

n
∏

i=2

pgcd(Ei−1, ei).
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Supposons m ≥ n − 2. Par le théorème 2.13, Ek = ppcm(e1, ..., ek) pour tout
k ≤ n− 1. Il s’ensuit que

Fn ≤ ppcm(f1, ..., fn)

n
∏

i=2

pgcd(ppcm(e1, ..., ei−1), ei)

et la première assertion du théorème se déduit du lemme 5.2.
Supposons maintenant que m < n− 2. Remarquons que

n
∏

i=2

pgcd(Ei−1, ei) =

m+2
∏

i=2

pgcd(Ei−1, ei)

n
∏

i=m+3

pgcd(Ei−1, ei).

D’après le théorème 2.13, on a Ek = ppcm(e1, . . . , ek) pour tout k ≤ m + 1. On
déduit ainsi du lemme 5.2 que

Fn ≤ ppcm(f1, ..., fn) pgcd
j=1,...,m+2







m+2
∏

i=1
i6=j

ei







n
∏

i=m+3

pgcd(Ei−1, ei)

et la seconde assertion du théorème s’ensuit car pgcd(Ei−1, ei) ≤ ei. �

Pour la commodité du lecteur, rappelons les différentes notations utilisées pour
le théorème 2.12.

Pour tout r ∈ {1, . . . , n}, notons

Λr = {e1, . . . , er}.
Pour e ∈ Λn, notons N (e) le nombre d’extensions Ki/F d’indice de ramification e.
Enfin, pour tout premier q, notons

ar(q) :=

(

∑

e∈Λr

vq(e)

)

−max
e∈Λr

{vq(e)}.

Théorème. Si n = m, alors e(K1 . . .Kn|F ) = ppcm(e1, . . . , en). Si m < n, alors

e(K1 . . .Kn|F ) ≤ ppcm(e1, . . . , em+1)e
N (em+1)−1
m+1

∏

e∈Λn\Λm+1

eN (e).

On a également

f(K1...Kn|F ) ≤ ppcm(f1, f2, ..., fn)E

où

E =
∏

e∈Λn

eN (e)−1
∏

q∈P
qan(q)

si m ≥ n− 2 et

E =
∏

e∈Λm+2

e−1
∏

q∈P
qam+2(q)

∏

e∈Λn

eN (e)

si m < n− 2.

Démonstration. Rappelons que la valeur de e(K1 . . .Kn|F ) dans le cas n = m a
déjà été montrée juste après l’énoncé du théorème 2.12.

Montrons la majoration de l’indice de ramification dans le cas où m < n. Par
le théorème 2.13, l’indice de ramification du compositum de toutes les extensions
Ki/F non-sauvagement ramifiées et de Km+1 est

ppcm(e1, . . . , em+1).
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Par ailleurs, l’indice de ramification d’un compositum de corps est majoré par le
produit des indices de ramification. Ainsi, l’indice de ramification du compositum
de toutes les extensions sauvagement ramifiées sauf Km+1 est majoré par

(19) e
N (em+1)−1
m+1

∏

e∈Λn\Λm+1

eN (e),

ce qui montre la majoration souhaitée de e(K1 . . .Kn|F ).
Montrons maintenant la majoration du degré d’inertie. Le théorème 2.12 devient

maintenant une réécriture de la proposition précédente.
Pour tout e ∈ N et tout r ∈ {1, . . . , n}, notons Nr(e) le nombre d’extensions

K1/F, . . .Kr/F dont l’indice de ramification vaut e.

Fixons r et e ∈ Λr. Soit q un nombre premier. Posons A = pgcd
j=1,...,r





r
∏

i=1
i6=j

ei



.

Alors vq(A) =
∑r

i=1 vq(ei) −max{vq(e1), . . . , vq(er)}. Par définition de Nr(e), on
obtient que

r
∑

i=1

vq(ei) =
∑

e∈Λr

Nr(e)vq(e).

Un rapide calcul montre que vq(A) =
∑

e∈Λr
(Nr(e)− 1)vq(e) + ar(q). Il en résulte

donc que

(20) pgcd
j=1,...,r







r
∏

i=1
i6=j

ei






=
∏

e∈Λr

eNr(e)−1
∏

q∈P
qar(q).

Supposons que m ≥ n−2. De le proposition 5.3, on a E = pgcd
j=1,...,n

(

∏n
i=1
i6=j

ei

)

. En

prenant r = n dans (20), on en déduit la majoration de f(K1 . . .Kn|F ) souhaitée.
Supposons maintenant que m < n− 2. Dans ce cas, on a

E = pgcd
j=1,...,m+2







m+2
∏

i=1
i6=j

ei







n
∏

i=m+3

ei.

En prenant cette fois-ci r = m+ 2 dans (20), on en déduit que

E =
∏

e∈Λm+2

eNm+2(e)−1
∏

q∈P
qam+2(q)

n
∏

i=m+3

ei.

Comme
∏

e∈Λm+2

eNm+2(e)
∏n

i=m+3 ei =
∏

e∈Λn
eN (e), cela montre la majoration

souhaitée de f(K1 . . .Kn|F ), ce qui achève la preuve du théorème 2.12.
�

Remarque 5.4. Si on suppose en plus que les extensions (Ki/F )ni=1 soient galoi-
siennes, alors on peut remplacer "inférieur ou égal" par "divise" dans le théorème
2.12 du fait que l’indice de ramification d’un compositum fini d’extensions galoi-
siennes de F divise le produit des indices de ramification.

Soient K1/F, . . . ,Kn/F comme dans le théorème 2.12. Pour un entier i ≤ n,
notons ei = e(Ki|F ) et fi = f(Ki|F ). Supposons que

i) K1 . . .Ki/F et Ki+1/F sont linéairement disjoints pour tout i ;
ii) Ki/F est non sauvagement ramifié pour tout i ;
iii) ei = ej ou pgcd(ei, ej) = 1 pour tous i, j.
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Alors dans le théorème 2.12, notre majoration du degré d’inertie est une égalité.
En effet, il s’ensuit de la condition i) que

[K1 . . .Kn : F ] =
n
∏

i=1

[Ki : F ] =
n
∏

i=1

eifi.

De plus, les extensions Ki/F sont non sauvagement ramifiées. Le théorème 2.13
permet donc d’en déduire que

(21) e(K1 . . .Kn|F ) = ppcm(e1, . . . , en).

De la condition iii), on obtient que an(q) = 0 pour tout premier q. De plus, la
condition iii) et (21) permettent d’en déduire que

e(K1 . . .Kn|F ) =
∏

e∈Λn

e.

Comme [K1 . . .Kn : F ] = e(K1 . . .Kn|F )f(K1 . . .Kn|F ), on en déduit que

f(K1 . . .Kn|F ) =
∏

e∈Λn

eN (e)−1
n
∏

i=1

fi.

Le théorème 2.12 permet d’en déduire que
n
∏

i=1

fi ≤ ppcm(f1, . . . , fn).

Cela montre donc que
∏n

i=1 fi = ppcm(f1, . . . , fn). Ainsi, la majoration du degré
d’inertie du théorème 2.12 est, dans ce cas, une égalité.

Nous terminons cet appendice avec deux exemples où l’on compare les bornes
obtenues en utilisant d’un côté le corollaire 2.11 et de l’autre le théorème 2.12. L’un
contiendra de la ramification sauvage et l’autre non.

Exemple 5.5. Prenons p = 11 et {K1, . . . ,Kn} l’ensemble des extensions de Q11

de degré plus petit que 10 (c’est bien un ensemble fini d’après le théorème 2.10).
Notons K le compositum des Kn. Pour i ∈ {2, ..., 10}, le théorème 2.10 montre que
NQ11,i =

∑

d|i
d. Ainsi, la majoration donnée par le corollaire 2.11 montre que

f(K|Q11) ≤
10
∏

i=1

i

∑

d|i

d

≤ 1, 9.1071.

Calculons, avec le théorème 2.12, une majoration plus précise de f(K|Q11).
Comme il n’y a pas de ramification sauvage, on est dans le cas où m = n > m− 2.
Comme il existe une unique extension non ramifiée de Q11 de degré f , que l’on
note Q11{f}, il s’ensuit que le nombre d’extensions de Q11 de degré ef et de de-

gré d’inertie f est, d’après le théorème 2.10, N (r)
Q11{f},e = e. Dans notre situation,

f ≤ 10e−1 et donc, le nombre d’extensions dont le degré de ramification vaut e est
e⌊10/e⌋. Rappelons que pour tout premier q,

an(q) = −max{vq(1), . . . , vq(10)}+
10
∑

e=1

vq(e).

Ainsi, an(2) = 5, an(3) = 2, an(5) = 1 et an(q) = 0 pour les autres valeurs de
q. Il en résulte donc que

f(K|Q11) ≤ ppcm(1, . . . , 10) 25 32 5
10
∏

e=1

ee ⌊ 10
e
⌋−1 ≤ 3, 3.1056.
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Traitons le second exemple.

Exemple 5.6. Prenons p = 5 et {K1, . . . ,Kn} l’ensemble des extensions de Q5 de
degré plus petit que 10. Notons K le compositum des Kn. Le théorème 2.10 montre
que NQ5,5 = 106 et NQ5,10 = 1818. Ainsi, en utilisant la majoration donnée par le
corollaire 2.11, on en déduit que

f(K|Q5) ≤ 5106 101818
9
∏

i=1
i6=5

i
∑

d|i d ≤ 1, 5.101941.

Calculons maintenant un majorant de f(K|Q5) à l’aide du théorème 2.12. Notons
m le nombre d’extensions Kj/Q5 non sauvagement ramifiées. On a m < n − 2.
D’après l’exemple précédent, N (e) = e⌊10/e⌋ si e /∈ {5, 10}. Pour e = 5, on a f = 1
ou f = 2. Ainsi, d’après (6), on a N (5) ≤ 105 + 605 = 710. De même, si e = 10,
alors f = 1 et on en déduit que N (10) ≤ 1210. On en déduit donc (en prenant
em+1 = em+2 = 10) que am+2(2) = 8− 3 = 5, am+2(3) = 4− 2 = 2 et am+2(q) = 0
pour les autres valeurs de q. On en conclut donc que :

f(K|Q5) ≤ ppcm(1, . . . , 10) (10!)−1 5 25 32 5710 101210
9
∏

e=1
e6=5

ee ⌊ 10
e
⌋ ≤ 6, 2.101745.
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